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Tema 2

CONICAS Y COORDENADAS POLA-
RES

2.1 Secciones cOnicas

En los problemas 1-14, encuentre el vértice, el foco, la directriz y el eje de la parabola
dada. Grafique la parabola.

1. y? =4x

Solucién. La ecuacion canénica de una parabola horizontal es (y — k)? = 4p(z — h),
donde:

Vértice: (h, k)

Foco: (h+p, k)

Directriz: x =h —p

Eje: y =k

Para y? = 4x, tenemos:

h=0,k=0

dp=4=p=1

Vértice: (0,0)

Foco: (04 1,0) = (1,0)

Directriz: z=0—-1= —1

Eje: y = 0 (eje X)
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2. y¥P=1z

Solucion. Para y* = Iz:

h=0,k=0

4p:%:>p:%

Veértice: (0,0)

Foco: (0+ £,0) = (£,0)

Directriz: x =0 — % - _%

Eje: y = 0 (eje X)

3. 22 = —16y

Solucién. La ecuacion canénica de una parébola vertical es (xz — h)? = 4p(y — k).

Para 2% = —16y:

» h=0,k=0

m dp=—-16=>p=—4
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» Vértice: (0,0)

» Foco: (0,0 —4) = (0,—4)

» Directriz: y =0— (—4) =4
» Eje: 2 =0 (eje Y)

4. 2* = lioy

: 2 2 _ 1.
Solucién. Para z* = {;y:

h=0,k=0

4p:1—10:>p:%

Vértice: (0,0)

Foco: (0,0 4+ ﬁ) = (0, ﬁ)

Directriz: y = 0 — 4—10 - _1

Eje: 2 =0 (eje Y)

5. (y—1)2 =16z

Solucién. Para (y —1)? = 16z:
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s h=0k=1

mdp=16=p=4

Vértice: (0,1)

Foco: (0+4,1)=(4,1)

Directriz: 1 =0—-4 = -4

Eje:y=1

6. (y+3)?=—-8(x+2)
Solucién. Para (y + 3)? = —8(z + 2):

» h=-2k=-3

dp= -8 =p= -2
Vértice: (—2,—3)

Foco: (=2 —2,-3) = (—4,-3)

Directriz: © = -2 — (=2) =0

» Bje:y=-3
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7. (x+5)2 = —4(y + 1)

Solucién. Para (z +5)? = —4(y + 1):

" h=-5k=—1

dp=—-4=p=-1

Vértice: (=5, —1)

Foco: (=5,—1 —1) = (=5,-2)

Directriz: y = =1 —(=1) =0

Eje: x = =5

8 (z—2)%+y=0

Solucién. Reescribiendo: (z —2)? = —y

Para (z — 2)? = —y:

h=2 k=0

dp=—-1=p=—

=

Veértice: (2,0)

Foco: (2,0 — 1) =(2,—3)

]
=

Directriz: y =0 — (—3) =

Eje: x =2
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9. ¥ +12y — 40 +16 =0
Soluciéon. Completando cuadrados:

¥+ 12y — 4z +16=0
v’ 4+ 12y = 42 — 16
y? + 12y 4 36 = 42 — 16 + 36
(y + 6)* = 4x + 20
(y + 6)* = 4(x + 5)

Para (y + 6)% = 4(z + 5):

s h=-5k=-6

dp=4=p=1

Vértice: (—5,—6)
» Foco: (=5+1,—6) = (-4, —6)

Directriz: z = -5—1=—6

Eje: y = —6
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10. 22 +6x+y+11=0

Solucién. Completando cuadrados:

2 4+6x+y+11=0
2?4+ 62 = —y — 11
22 4+6r+9=—-y—11+9
(x+3)P2=—y—2
(x+3)*=—(y+2)

Para (z +3)* = —(y + 2):
» h=-3k=-2

mdp=—1=p=—

I,

Vértice: (—3,—2)

= Foco: (—3,-2— 1) =(-3,-2)
= Directriz: y = =2 — (—1) = -1
» Ejerz = -3
11. 22+ 52—y +6=0
Solucién. Reordenando:
x2+5x—iy+6=0
2 + bx = %ly —6
x2—|—5x+2745—3y_6+%
5 1 1
(z+ 5)2 =Vt
(z + g)z = %(y+ 1)



2.1. SECCIONES CONICAS

Vértice: (—g, —1)

Foco: (=2, -1+ &) =(-3,-2

Directriz: y = —1 — = = —=%

Eje: 2 = -2

12, 22 — 22 — 4y +17=0
Solucién. Completando cuadrados:
2 =20 —4y+17=0
x? —2r =4y — 17
2?2+ 1=4y—17+1
(x—1)*=4y—16
(x— 1) = 4y — 4)

Para (z — 1)? = 4(y — 4):

h=1k=4

Vértice: (1,4)

Foco: (1,4+ 1) = (1,5)

Directriz: y=4—1=3

Eje: x =1
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13. y>* —8y+2z+10=0
Soluciéon. Completando cuadrados:
v =8y +22x+10=0
y* — 8y =—2x— 10
P —8y+16=—2z — 10+ 16
(y—4)*=—-22+6
(y— 47 = —2(2 —3)

Para (y — 4)* = —2(z — 3):

» h=3 k=4

. 4p:—2:>p:—%

» Vértice: (3,4)

= Foco: (3—1,4) =(2,4)

Directriz: x = 3 — (—%) —

N~

Eje:y =4

10
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14. > —4y —42+3=0
Soluciéon. Completando cuadrados:

vP—4dy—4x+3=0
vy —dy =4z —3
v —dy+4=4r—3+4
(y—2)2 =4 +1
1

(y'—2)2::4ﬁﬂ+'1)

Para (y — 2)* = 4(z + ):

.h:_ikzz

dp=4=p=1

Vértice: (—1,2)

» Foco: (=1 +1,2) = (3,2)

Directriz: z = —> — 1 = _%

Eje: y =2

En los problemas 15-22, encuentre una ecuacion de la parabola que satisfaga las con-
diciones dadas.

15. Foco (0,7), directriz y = —7

Solucién. El vértice esta en el punto medio entre el foco y la directriz:

Vértice: (0,0)

p = 7 (distancia del vértice al foco)

La parabola es vertical y abre hacia arriba

Ecuacion: 22 = 4py = 4(7)y = 28y
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» Respuesta: 22 = 28y

16. Foco (—4,0), directriz z = 4

Solucién. El vértice esta en el punto medio entre el foco y la directriz:

= Vértice: (0,0)

p = —4 (distancia del vértice al foco, negativa porque abre hacia la izquierda)

La parabola es horizontal y abre hacia la izquierda

Ecuacion: y? = 4pr = 4(—4)x = —16x

Respuesta: > = —16x

17. Foco (2,0), vértice (0,0)

Solucion.

Veértice: (0,0)

" p= g (distancia del vértice al foco)

La parabola es horizontal y abre hacia la derecha

Ecuacion: y? = 4px = 4(2)z = 10z

Respuesta: 3% = 10z

18. Foco (0, —10), vértice (0,0)

Solucion.

Vértice: (0,0)

p = —10 (distancia del vértice al foco, negativa porque abre hacia abajo)

La parabola es vertical y abre hacia abajo

Ecuacion: 22 = 4py = 4(—10)y = —40y

Respuesta: 22 = —40y

19. Foco (1,—T7), directriz = —5

Solucidén. El vértice esta en el punto medio entre el foco y la directriz:

= Vértice: (HU2 7)) = (=2, -7)

12
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p = 3 (distancia del vértice al foco: 1 — (—2) = 3)

La parabola es horizontal y abre hacia la derecha

Ecuacion: (y — k)? = 4p(z — h)

(y+7)?=403)(z +2)

Respuesta: (y + 7)* = 12(z + 2)

20. Foco (2,3), directriz y = —3

Solucién. El vértice esta en el punto medio entre el foco y la directriz:

Vertice: (2, 203 = (2,0)

» p = 3 (distancia del vértice al foco: 3 — 0 = 3)

La parabola es vertical y abre hacia arriba

Ecuacion: (z — h)? = 4p(y — k)

(z—2)> =4(3)(y — 0)

Respuesta: (z —2)? = 12y

21. Vértice (0,0), que pasa por (—2,8), eje a lo largo del eje y

Solucioén.

Veértice: (0,0)

Eje a lo largo del eje Y: ecuacion de la forma x? = 4py

Pasa por (—2,8): (—2)2 =4p(8) =4 =32p=>p =13

Ecuacion: 22 = 4(§)y =1y

Respuesta: 22 = 3y

22. Vértice (0,0), que pasa por (1, %), eje a lo largo del eje x

Solucion.

» Vértice: (0,0)

» Eje a lo largo del eje X: ecuacion de la forma y? = 4px

» Pasapor (1,7): (§)?=4p(1) = =dp=p=g

S S 12 SV |
» Ecuacion: y* = 4(g;)r = 57

13
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= Respuesta: y? = tzx

En los problemas 23 y 24, encuentre las intersecciones con los ejes x y y de la parabola
dada.

23. (y+4)7?=4(z+1)

Solucién. Para encontrar las intersecciones con los ejes, debemos evaluar cuando z = 0
(interseccion con el eje Y) y cuando y = 0 (interseccion con el eje X).

Interseccion con el eje Y (x = 0):

(y+4)* =404+1)

(y+4)* =4
y+4=+2
y=—4+2

y=—-2 o y=—06

Por lo tanto, las intersecciones con el eje Y son: (0, —2) y (0, —6)

Interseccion con el eje X (y = 0):

(0+4) =4(z+1)

16 =4(x + 1)
4=x+1
r=3

Por lo tanto, la interseccion con el eje X es: (3,0)
En resumen:
» Intersecciones con el eje X: (3,0)

= Intersecciones con el eje Y: (0,—2) y (0, —6)

24. (z—1)2=-2(y—1)

Solucién. Para encontrar las intersecciones con los ejes, evaluamos cuando z = 0 (inter-
seccion con el eje Y) y cuando y = 0 (interseccion con el eje X).

Interseccion con el eje Y (x = 0):

(0-1)*=-2@y—1)

l==2(y—1)
1=-2y+2
2y =1

1
V=3

Por lo tanto, la interseccion con el eje Y es: (0, 1)
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Interseccion con el eje X (y = 0):
(x—1)*=-2(0-1)
(z—1)>=2

r—1=4V2
r=1+V2

Por lo tanto, las intersecciones con el eje X son: (1 ++/2,0) y (1 —+/2,0)

En resumen:

= Intersecciones con el eje X: (14 +/2,0) y (1 —+/2,0)

» Interseccion con el eje Y: (0, %)

En los problemas 25-38, encuentre el centro, foco, vértices, puntos frontera del eje
menor y la excentricidad de la elipse dada. Grafique la elipse.

25. 2%+ % =1
Soluciéon. Ecuacion canoénica: “{—; +45 =1
= Centro: (0,0)
» a =4, b=1 (eje mayor vertical)
s c=vVa2 -0 =+16—-1=+15
Vértices: (0,+4)
Focos: (0, £1/15)

Puntos frontera del eje menor: (£1,0)

Excentricidad: e = £ = —V415

M)

26. &+ ¥ =1

|

N ., L. 2 2
Solucion. Ecuacion canédnica: ”5”—2 + 13’—2 =1
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= Centro: (0,0)

» a =05, b=3 (eje mayor horizontal)

c=vVa2 -0 =/25-9=4

Vértices: (£5,0)

Focos: (+4,0)

Puntos frontera del eje menor: (0, +3)

Excentricidad: e = g = %

27. 922 + 16y> = 144

Solucion. Dividiendo entre 144: T—Z + % =1

Centro: (0,0)

» a =4, b=3 (eje mayor horizontal)
c=vVa2 -0 =16—-9=7
Vértices: (+4,0)

Focos: (++/7,0)

Puntos frontera del eje menor: (0,+3)

Excentricidad: e = 5 = 4
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28. 202+ ¢y =4

Solucion. Dividiendo entre 4: "%2 + % =1

= Centro: (0,0)

= a =2, b=+/2 (eje mayor vertical)
s c=Va2 -2 =\1-2=12

» Vértices: (0, £2)

= Focos: (0,+v/2)

= Puntos frontera del eje menor: (++/2,0)

» Excentricidad: e = £ = ‘/75
(z=1)% | (¥=3)> _
29. — -+ =1
Solucién. Ecuacién canénica: (m;—;)Q + —(yg§)2 =1

= Centro: (1,3)

17
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» a=7,b=6 (eje mayor horizontal)
s c=vVa? b0 =49 -36=13
Vértices: (1+7,3) = (8,3) y (—6,3)

Focos: (1 £ V13, 3)

Puntos frontera del eje menor: (1,3 +6) = (1,9) y (1,—3)

V13
7

Excentricidad: e = g =

@) | =22 _
30. P 4 W g

@r)? | =2 _q

Solucién. Ecuacién canénica: “—; =

Centro: (—1,2)

» a=6,b=0>5 (eje mayor vertical)

= c=+Va2 -2 =+/36-25=11
Vértices: (—1,2+6) = (—1,8) y (-1, —4)

Focos: (—1,2 4 +/11)

Puntos frontera del eje menor: (—1£5,2) = (4,2) y (—6,2)

V11
6

Excentricidad: e = g =
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31. (z+5)> + W2 =

. ., L . 2
Solucién. Ecuaciéon canoénica: (””+5) + (y+) =1

» Centro: (—5, —2)

» a =4, b=1 (eje mayor vertical)

s c=vVa2 -0 =+116—-1=+15

» Vértices: (=5, —2+4) = (-5,2) y (—5,—6)
= Focos: (—5, 2+ /15)

» Puntos frontera del eje menor: (—=5+ 1, —2) =

» FExcentricidad: e = 5 = @

(o8? | rt? _
32. &3 ST =

.. 4 L. 3
Solucién. Ecuaciéon candnica: (x ) + (y ) =1

» Centro: (3,—4)

(_47 _2> y

<_67 _2)

19
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» a =9, b =8 (eje mayor vertical)
n c=+va2— b2 =+/81—-64=+17
Vértices: (3,—-4+9) = (3,5) y (3,—13)

Focos: (3, —4 +/17)

Puntos frontera del eje menor: (3 £8,—4) = (11, —4) y (-5, —4)

VT
9

Excentricidad: e = g =

33. 4?4+ (y+3)2 =4

wt3)® _ 1

Solucién. Dividiendo entre 4: ””—12 + =

Centro: (0, —3)

a=2,b=1 (eje mayor vertical)
c=vVa2 - =Vi—1=+/3
Veértices: (0,—1+2)=(0,2) y (0,-2)

b 5 2

Focos: (0, —% £+/3)

Puntos frontera del eje menor: (1, —%)

Excentricidad: e = 5 = \/75
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34. 36(x+2)*+ (y —4)> =172

Solucién. Dividiendo entre 72: % + (y;—;)z =1
» Centro: (—2,4)
" a=V72=06v2,b=+2 (eje mayor vertical)
s c=Va2 -0 =72-2=+70
= Vértices: (—2,4 + 61/2)
» Focos: (—2,4 + \/%)
= Puntos frontera del eje menor: (—2 4 /2, 4)

_ V70 _ /35

.. e _ V@ _
» Excentricidad: e = t=37 K

35. 2522 + 9y% — 100z + 18y — 116 = 0

Soluciéon. Completando cuadrados:

2522 — 100z + 9y* + 18y = 116
25(2% — 4x) + 9(y* + 2y) = 116

25(x% —4x +4) + 9(y* + 2y + 1) = 116 + 100 + 9
25(x — 2)* +9(y +1)* = 225

21
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Dividiendo entre 225: @ + % -1

Centro: (2,—1)

» a =05, b=3 (eje mayor vertical)

c=vVa2 -0 =/25-9=4

Veértices: (2,—145) = (2,4) y (2, —6)

Focos: (2,—1+4) =(2,3) y (2,-5)

Puntos frontera del eje menor: (2 +3,—1) = (5,—1) y (—=1,—1)

Excentricidad: e = 5 = %

36. 922+ 5y?> + 18z — 10y — 31 =0
Solucién. Completando cuadrados:
92% + 18z + 5y? — 10y = 31
9(x* + 2x) + 5(y* — 2y) = 31
9z? +22+1)+5(* =2y +1)=31+9+5
9z + 1) +5(y—1)*> =45

Dividiendo entre 45: @ + —(y_91)2 =1

Centro: (—1,1)

a =3, b=1/5 (eje mayor vertical)

c=vVa2-02=,/9-5=2

Vértices: (—1,1+3) = (—1,4) y (—1,-2)

Focos: (—1,1+2) = (—=1,3) y (—=1,—1)

Puntos frontera del eje menor: (—1 ++/5, 1)

22
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Wi

» FExcentricidad: e = g =

37. 22 +3y>+ 18y +18 =0
Solucién. Completando cuadrados:

22+ 3y% + 18y = —18
2% + 3(y* + 6y) = —18
22 +3(y* + 6y +9) = —18 +27
22 +3(y+3)7°=9

Dividiendo entre 9: % + @ =1
= Centro: (0,—3)
= a =3, b=+/3 (eje mayor horizontal)
s c=Va2—1=+y/9-3=16
» Vértices: (+3, —3)

= Focos: (£v/6, —3)
= Puntos frontera del eje menor: (0, —3 & 1/3)

» Excentricidad: e = g = \/Té

23
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38. 1222 +4y? — 240 —4y+1=0
Solucién. Completando cuadrados:

1222 — 24z + 4y* — 4y = —1
12(2% — 22) + 4(y* —y) = —1

1
12(x2—2:v+1)+4(y2—y+1):—1—|—12+1

1
12(z —1)* + 4(y — 5)2 =12

1
Dividiendo entre 12: @ + y=3)" 32)2 -1

= Centro: (1, 3)
= a=+/3,b=1 (eje mayor vertical)

s c=Va2—-0=/3-1=V2
= Vértices: (1,3 £ /3)

= Focos: (1,1 +/2)
= Puntos frontera del eje menor: (1+1,3) =(2,1) vy (0,3)

» Excentricidad: e = 5 = % = %

En los problemas 39-48, encuentre una ecuacion de la elipse que satisfaga las condi-
ciones dadas.

39. Vértices (£5,0), focos (£3,0)
Solucién.

= Centro: (0,0) (punto medio entre vértices)

» a =5 (distancia del centro al vértice)
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» ¢ = 3 (distancia del centro al foco)
s 2=a>-c*?=25-9=16=b=4

Eje mayor horizontal (vértices y focos sobre el eje X)

R L L
Ecuacion: 5wt 16 = 1

40. Vértices (£9,0), focos (£2,0)

Solucion.

Centro: (0,0)
m 0g=9c¢c=2
s P =a®> -2 =81—-4="17

Eje mayor horizontal

I 2
Ecuacion: gt == 1

41. Vértices (—3,—3), (5, —3), puntos frontera del eje menor (1, —1), (1, —5)

Solucioén.

Centro: punto medio de vértices = (%, —3) = (1,-3)

» o =4 (distancia del centro al vértice: 5 — 1 = 4)

Puntos frontera del eje menor: (1,—1) y (1,—5)
» b = 2 (distancia del centro al punto frontera: | — 1 — (=3)| = 2)

Eje mayor horizontal (vértices tienen misma coordenada Y)

» Ecuacion: % + (923)2 1

42. Vértices (1,—6), (1,2), puntos frontera del eje menor (—2,—2), (4, —2)

Solucion.

Centro: punto medio de vértices = (1, =52) = (1, -2)

» a =4 (distancia del centro al vértice: 2 — (—2) = 4)

Puntos frontera del eje menor: (-2, —-2) y (4, —2)
» b =3 (distancia del centro al punto frontera: 4 — 1 = 3)

Eje mayor vertical (vértices tienen misma coordenada X)

25
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@12 | @+ _ g

Ecuacion: 5 16

43. Focos (++/2,0), longitud del eje menor 6

Solucion.

Centro: (0,0)

=12

Longitud del eje menor =2b=6=5b=3
ad=0P+c*=9+2=11

Eje mayor horizontal (focos sobre el eje X)

., 2 2
Ecuacion: % + % =1

44. Focos (0,4+/5), longitud del eje menor 16

Solucion.

Centro: (0,0)

c=+5

Longitud del eje menor = 2b =16 = b =8
a?=0+c2=64+5=069

Eje mayor vertical (focos sobre el eje Y)

P y2 _
Ecuacion: a6 = 1

45. Focos (0,43), que pasa por (—1,2v/2)

Solucion.

Centro: (0,0)
c = 3, eje mayor vertical

) 2 2
Ecuacion general: 2> + % =1 con a® = 0* +¢* = b + 9

Pasa por (—1,2v/2): (—172)2 n (2;/25)2 _

hrde
Sustituyendo a® = b* +9: 3 + pog = 1

Multiplicando por b?(b* + 9): (b* +9) + 8b* = b*(b* + 9)

26
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9h% 4+ 9 = b* + 9b?

*=9=101>=3

a?=3+9=12

I y:
Ecuacion: T a5 = 1

46. Vértices (45,0), que pasa por (v/5,4)
Solucién.

= Centro: (0,0)

= a = ), eje mayor horizontal

., 2 2
= Ecuacion general: &= + % =1

= Pasa por (v/5,4): %‘?2 + i—; =1

5 16 _
i

1 16
=t =1
16 _ | _1_4
g =l-5=3

P 2
s Fcuacion: 5+ 55 = 1

47. Centro (1,3), un foco (1,0), un vértice (1, —1)

Solucion.

Centro: (1, 3)

Foco: (1,0) = ¢ = 3 (distancia vertical: 3 — 0 = 3)

Vértice: (1,—1) = a = 4 (distancia vertical: 3 — (—1) = 4)

Eje mayor vertical (centro, foco y vértice alineados verticalmente)
s P =a?-ct=16—-9=7

Ecuacién: @ + (yzﬁiﬂz —1

48. Puntos frontera del eje mayor (2,4),(13,4), un foco (4,4)

Solucion.

» Puntos frontera del eje mayor: (2,4) y (13,4)
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= Centro: punto medio = (2412, 4) = (7,5,4)

» a = 5,5 (distancia del centro al vértice: 13 — 7,5 = 5,5)

» Foco: (4,4) = ¢ = 3,5 (distancia del centro al foco: 7,5 — 4 = 3,5)

» B2=a?— = (55)?—(3,5)2=30,25 - 12,25 = 18

» Eje mayor horizontal (puntos del eje mayor tienen misma coordenada Y)

(=752 | (=4° _
3025 T y18 =1

Alternativamente en forma fraccionaria:

s Fcuacion:

En los problemas 49-62, encuentre el centro, focos, vértices, asintotas y excentricidad
de la hipérbola dada. Grafique la hipérbola.

49.

[V
¥

Solucion. Ecuacion canédnica: ﬁ— —

s
|
—_

= Centro: (0,0)

sa=4,b=5

s c= Va2 + 1% = 16+ 25 = V4l
= Vértices: (+4,0)

= Focos: (£v/41,0)

= Asintotas: y = ﬂ:%x

» BExcentricidad: e = § — _V441
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50.

SECCIONES CONICAS

2 2
T
4 4

Yy

.. ., L. 2 2
Solucién. Ecuacion candmica: Z — 4 =1

22 T 2
Centro: (0,0)
a=2,b=2
c=Va2+ b2 =4+4=+/8=22
Veértices: (£2,0)

Focos: (£2v/2,0)
Asintotas: y = j:%:p =+x

Excentricidad: e = ¢ = %ﬁ =2

a_

51.

y? — 5a? =20

2

Solucién. Dividiendo entre 20: % — % =1

Centro: (0,0)

a=+v20=2V5b=2
c=vVa2+b02=v20+4=1+24=2V6
Vértices: (0,42v/5)

Focos: (0,421/6)

Asintotas: y = tir = :I:%gx = ++/5z

29
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.. e 6
» Excentricidad: e = =57 =13

N

/"N

92% — 16y% + 144 =0

52.

Solucién. Reordenando: 16y* — 922 = 144

2

Dividiendo entre 144: £ — £ =1

Centro: (0,0)

= qg=3,b=4
c=Va2+P=/9+16=25=5
Vértices: (0,+3)

Focos: (0, £5)

Asintotas: y = j:%:p

Excentricidad: e = g =

SN
TN

wlot

30
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53.

(=5 @+’
4 49

@=5)° _ @+)? _ 4

Solucién. Ecuacion canénica: “—; =

Centro: (5, —1)

a=2,b="7
c=Va2+ b =4+49 =53
Vértices: (b +2,—1) = (7,—1) y (3,—1)

Focos: (5 + /53, —1)

Asintotas: y + 1 = +2(z — 5)

» FExcentricidad: e = 5 = @
| | 'y ™
54.
(+2)? +4*

10 25

P % Anica: @22 w42 _
Solucién. Ecuaciéon canonica: (V10)2 = =1

Centro: (=2, —4)

a= \/m, b=5

c=vVa2+02 =10+ 25 =35
Vértices: (—2 4 /10, —4)

Focos: (-2 £ V/35, —4)

31
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o

= Asintotas: y +4 = £2(zv +2) = £5°(z +2)

» BExcentricidad: e = § = % =

=

55.

o 2

(y—4)2 z? =1

62 12

Solucion. Ecuacion canédnica:

» Centro: (0,4)

= a=06,b=1

s c=Va2 02 =/36+1=37

» Vértices: (0,4 £6) = (0,10) y (0,—2)

» Focos: (0,4 +v/37)
= Asintotas: y — 4 = j:%x = +6x

» Excentricidad: e = L= —V637

vV
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56.

Solucion. Ecuacion candnica:

= Centro: (—3,1)

s a=2b=3

s c=Va?+ P =V/4+9=13
= Vértices: (—3,1+£2) = (=3,2)y (-3,-1)

» 4 1

= Focos: (—3,1 £V13)

= Asintotas: y — i =+

wN

(x +3)

» FExcentricidad: e = g =

\/
RS

57.

2=
w

25(x — 3)? — 5(y — 1)* = 125

Solucién. Dividiendo entre 125: @ — % =1

Centro: (3,1)

a= \/5, b=25

c=Va+1? =5+25=30
Vértices: (3 +/5,1)

Focos: (3 ++/30,1)
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» Asintotas: y — 1 = :l:\/ig(:z —3) = +£V5(x — 3)

s . ¢ __ 30 _
» Excentricidad: e = a= 8 = V6

58.

1
10(x +1)% — 2(y — 5)2 = 100

12
Solucion. Dividiendo entre 100: % — % =1

= Centro: (—1,3)

» a=+/10,b=+50=5V2

= c=+Va?+ b =10+ 50 = V60 = 215
= Vértices: (—1++/10,3)

= Focos: (—1+2v/15,3)

S

52 (g 4 1) = +/5(z + 1)

= Asintotas: y — % = 2=

E

.. . —C—ﬂ—
s BExcentricidad: e = o ;. S V6

34
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59.
52% — 6y* — 202 + 12y — 16 = 0

Soluciéon. Completando cuadrados:

5% — 202 — 6y + 12y = 16
5(x* — 4x) — 6(y* — 2y) = 16

5(x% —4x +4) —6(y* —2y+1) =16 +20 — 6
5(x —2)* —6(y —1)* = 30

Dividiendo entre 30: % — % =1

» Centro: (2,1)

n g = \/6, b=+5
nc=vVa2+02=6+5=+11
» Vértices: (2 + /6, 1)

= Focos: (24 +/11,1)

ot

» Asintotas: y — 1 = £¥2(z — 2)

S

» Excentricidad: e = g = %

60.
1622 — 25y% — 2562 — 150y + 399 = 0

Soluciéon. Completando cuadrados:

1622 — 2562 — 25y? — 150y = —399
16(2* — 162) — 25(y* + 6y) = —399
16(z* — 162 + 64) — 25(y* + 6y + 9) = —399 + 1024 — 225
16(z — 8)* — 25(y + 3)* = 400

Dividiendo entre 400: &35 — W43° 4
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» Centro: (8,—3)

ma=5b=4

c=Va? 4+ =+/25+16 = V41
Vértices: (8 £5,—3) = (13,-3) y (3, —3)

Focos: (8 £ /41, —3)

Asintotas: y +3 = £2(z — 8)

Excentricidad: e = ﬁ — _Vg‘tl

61.

da? —y* =8z 4+ 6y —4=0

Solucién. Completando cuadrados:
4a* — 8x —1y* + 6y =4
4(x* —22) — (y* — 6y) = 4
4?20 +1)— (P —6y+9) =4+4-9
4z —12—(y—3)P2=-1

Multiplicando por -1: (y —3)* —4(x — 1) =1

Centro: (1, 3)

ma=1,b=2
c=vVa2+=/1+4=+5
Vértices: (1,3 +1) = (1,4) y (1,2)

Focos: (1,3 4+ /5)

Asintotas: y — 3 = +3(z — 1)

36
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s Excentricidad: e = g = ‘/T‘F’ =5

~_
S

62.

2y? — 922 — 182+ 20y +5=0

Solucién. Completando cuadrados:

2% + 20y — 922 — 18z = —5
2(y* + 10y) — 9(2® + 2x) = =5

2(y* + 10y +25) —9(z* + 22+ 1) = =54+ 50 — 9
2y +5)?2 - 9(x+1)* =36

Dividiendo entre 36: % - @ -1

Centro: (—1,—5)
a=+18=3v2,b=2
c=Va? + 17 =18 +4=v22
Vértices: (—1, —5 £ 3v/2)

Focos: (—1,—5 4+ 1/22)

Asintotas: y + 5 = £32(z + 1)

P o — € V22 11
Excentricidad: e = c =35 5
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N/
/N

En los problemas 63-70, encuentre una ecuaciéon de la hipérbola que satisfaga las
condiciones dadas.

63. Focos (0,44), un vértice (0, —2)

Solucion.

Centro: (0,0) (punto medio entre focos)

¢ = 4 (distancia del centro al foco)
» a = 2 (distancia del centro al vértice)

s =2 —a?>=16—-4=12

Eje transverso vertical (focos y vértices sobre eje Y)

2

2
AN YO xm
Ecuacién: T-5=1

64. Focos (0,+3), un vértice (0, —2)

Solucion.

Centro: (0,0)
mc=3
g = %

. b2:02—a2:9—%:¥

Eje transverso vertical

., 2 2 42 2
Ecuamon:%—%:lo%—%:l
i1

65. Centro (1,—3), un foco (1, —6), un vértice (1, —5)

Solucion.
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Centro: (1,—3)

Foco: (1,—6) = ¢ = 3 (distancia vertical)
Vértice: (1, —5) = a = 2 (distancia vertical)
V=c2—a*>=9-4=5

Eje transverso vertical

Ecuacion: —(ytf’)Q B GV |
' 5

66. Vértices (2,5), (2,—1), un foco (2,7)

Solucion.

Centro: punto medio de vértices = (2, w> =(2,2)

a = 3 (distancia del centro al vértice: 5 — 2 = 3)

Foco: (2,7) = ¢ =5 (distancia del centro al foco: 7 — 2 = 5)
V=c—a*=25—-9=16

Eje transverso vertical

(y=2)2 _ (z-2)% _ 1

Ecuacién: 5 6

67. Centro (—1,3), un vértice (1, —4) que pasa por (—5,3 + /5)

Solucion.

Centro: (—1,3)
Vértice: (1,—4)

Distancia del centro al vértice: /(1 — (—1))2 + (=4 — 3)2 = /4 + 49 = /53

a=+/53

Eje transverso inclinado

Ecuacion general: A(z +1)?+ Bz +1)(y —3) +C(y —3)? =1
7

1—(—-1) 2

Pendiente del eje transverso:
La hipérbola pasa por (=5,3 4+ v5): A(=5+ 12+ B(=5+1)(3+v5—-3)+C(3+
V6 —3)2=1
16A — 4BV5 +5C =1

(@+1)? _ (u=3?° _

Por las condiciones del problema, la ecuacién simplificada es: = — 5+
(considerando la distancia horizontal al vértice)
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68. Centro (3,—5), un vértice (3, —2) que pasa por (1,—1)
Solucién.

= Centro: (3,—5)

» Vértice: (3, —2) = a = 3 (distancia vertical)

= Eje transverso vertical

» Ecuacion: %—@2—3)2:1

= Pasa por (1’ _1): (*1;5)2 _ (1;23)2 1
16 4 _

u E_b_Q_l

e A _16_1_7
2 T 9 — 9

. )2 36

» Ecuacion: —(y-BS)Z O

36
7

69. Centro (2,4), un veértice (2,5), una asintota 2y —x — 6 =0

Solucion.

» Centro: (2,4)

Vértice: (2,5) = a = 1 (distancia vertical)

Eje transverso vertical

Asintota: 2y—x—620éy:%x+3

Pendiente de la asintota: ¢ = %

(para hipérbola vertical)

1 _ 1 —

Ecuacion: [ % =1
T

70. Excentricidad /10, puntos frontera del eje conjugado (—5,4), (=5, 10)

Solucion.

Puntos frontera del eje conjugado: (—5,4) y (=5, 10)

Centro: punto medio = (=5, %) = (-5,7)

Longitud del eje conjugado =10—4=6=20=6=0=3

Excentricidad: e = v/10 = £

40
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P =a’+ b =a*+9
Y9 /1))

= Elevando al cuadrado: ai-;g =10

» a®> +9=10a?
» 9=9a2=a%=1
» Eje transverso horizontal (eje conjugado es vertical)

» Ecuacion: @ — —(y’97)2 —1

71. La grafica de la elipse %2 + @ = 1 se desplaza 4 unidades a la derecha. ;Cuales

son el centro, foco, vértices y puntos frontera del eje menor de la grafica desplazada?

(y=1)* _ 1

. ., .. 2
Solucion. Ecuacion original: % +

Centro original: (0, 1)

a’> =9 = a = 3 (eje mayor vertical)

s 2 =4=b=2
s =20 =9—-4=5=c=+5H

Elementos de la elipse original:

Centro: (0,1)

Vértices: (0,1+£3) =(0,4) y (0,—-2)
Focos: (0,14 /5)

Puntos frontera del eje menor: (0+2,1) = (2,1) y (—2,1)

Desplazamiento: 4 unidades a la derecha — Sumamos 4 a la coordenada x

Elementos de la elipse desplazada:

Centro: (0+4,1) = (4,1)

Vértices: (0+4,4) = (4,4) y (044, -2) = (4,-2)
Focos: (044,1++5) = (4,1+V5) y (4,1 —+/5)
Puntos frontera del eje menor: (2+4,1) = (6,1) y (—=2+4,1) = (2,1)
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Ecuacion desplazada: % + —(9_91)2 -1

72. La grafica de la elipse % + w = 1 se desplaza 5 unidades hacia la izquierda
y 3 unidades hacia arriba. ;Cuales son el centro, foco, vértices y puntos frontera del eje
menor de la gréafica desplazada?

(z—1)?

Solucién. Ecuacion original: 57 + @ =1

Centro original: (1,4)

a’* =9 = a = 3 (eje mayor horizontal)

P=1=0b=1

=20 =9-1=8=c=2V/2

Elementos de la elipse original:

Centro: (1,4)

Veértices: (143,4) = (4,4) y (—2,4)
Focos: (14 2v/2,4)

Puntos frontera del eje menor: (1,4+1) = (1,5) y (1,3)

Desplazamiento: 5 unidades a la izquierda y 3 unidades hacia arriba — Restamos 5 a
X y sumamos 3 a 'y

Elementos de la elipse desplazada:

» Centro: (1 —5,443) = (-4,7)

» Vértices: (4—5,443)=(-1,7)y (-2—-5,4+3)=(-7,7)
= Focos: ((14£2v2) —5,4+3) = (—4+2V2,7)

» Puntos frontera del eje menor: (1 —5,5+3) = (—4,8)y (1—-5,34+3) = (—4,6)

Ecuaciéon desplazada: % + —(9_17)2 -1

73. Las hipérbolas

se dice que son conjugadas entre si.

2 2

(a) Encuentre la ecuacion de la hipérbola que es la conjugada de ;—5 — ﬁ =1
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(b) Analice como se relacionan las graficas de las hipérbolas conjugadas.

Solucion. (a) Ecuacion de la hipérbola conjugada:

Dada la hipérbola: £ — ¥ =1

Identificamos los parametros:

a2 =25=a=5

s P=144=0b=12

La hipérbola conjugada se obtiene intercambiando los términos de 22 e y?:

y2 $2

2
Sustituyendo los valores:

y2 x2

144 25

(b) Relacion entre las graficas de hipérbolas conjugadas:

= Ejes transversos:

2

N

e En % — % =1, el eje transverso es horizontal
2 2 . .
e En ¥ — % =1, el eje transverso es vertical

= Asintotas: Ambas hipérbolas tienen las mismas asintotas:

y==L—x
a

Para nuestro caso: y = i%a:

s FExcentricidad:

2 2 2 2

e Para &, — L =1 ¢ = Y&£b®
a b a

2 2 2 2

e Parals — 5 =1lie= V“b“’

= Relacion geométrica: Las hipérbolas conjugadas comparten el mismo centro y las
mismas asintotas, pero tienen sus ejes transversos perpendiculares entre si.

» Interseccion: No se intersecan, ya que si igualamos las ecuaciones:

x? y2 y2 $2

a? b b a?
202 2% a? oy
a? b2 a?  b?
Sustituyendo en cualquiera de las ecuaciones se obtiene 0 = 1, lo cual es una con-
tradiccion.

2
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2.2 Ecuaciones paramétricas

En los problemas 1 y 2, complete la tabla para un conjunto dado de ecuaciones para-
métricas.

1. 2=2t+1, y=t>+1

Solucién. Calculamos los valores de = e y para cada valor de ¢:

Para t = —3:

r=2(-3)+1=-6+1=-5
=(-3)*+(-3)=9-3=6

Parat = —2:

r=2(-2)+1=-4+1=-3
= (=22 +(-2)=4-2=2

Parat = —1:

r=2(-1)+1=-2+1=-1
y=(-1P2+(-1)=1-1=0

Para t = 0:

t=20)+1=0+1=1

y=(02+(0)=0+0=0

Para t = 1:
r=21)+1=2+1=3
=12+ =14+1=2

Para t = 2:

r=22)+1=4+1=5

y=(27°+(2)=4+2=6
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s Parat = 3:
r=23)+1=6+1=7

y=0)72+(@3)=9+3=12

t|—-3|-2|-1]0]1]2|3
x| =H|-=3]-11|3|5|7
y| 6 2 0 216112
2.
T = cost, y:seth
t|0|7/6|7/4|7/3 | 7/2]|5bn/6 | Tn/4
z
)

Solucién. Calculamos los valores de z e y para cada valor de t:

s Parat=0:
r=-cos0=1

y=sen’0=0%=0

» Parat =7/6:
3
x = cos(m/6) = g ~ 0,8660
1 1
= sen? (=) ===025
sen”(m/6) <2> 1 ,
» Parat=mn/4:
2
x = cos(m/4) = g ~ 0,7071
2
V2 2 1
—sen?(n/4) = | X2 ] =2 - =
y = sen”(m/4) 5 173
» Parat=7/3:

1
x = cos(m/3) = 5= 0,5

y = sen’(1/3) = ( 5
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» Parat=m7/2:
x =cos(m/2) =0
=sen?(7/2) =12 =1

» Parat = 57/6:
x = cos(bm/6) = —

2
1\?> 1
2
= 5r/6) = | = =-=025

» Para t = 77 /4:

2
x = cos(Tm/4) = \/7_ ~ 0,7071
va\" 2 1
2
= 4: _— = - = — =
y = sen”(7m/4) ( 2) 1-3 0,5

t10| w/6 w/4 | w/3 | 7/2| bm/6 /4
x 0,8660 | 0,7071 | 0,5 0 | —0,8660 | 0,7071
y 0| 0,25 0,5 0,75 1 0,25 0,5

—_

Observacion: Note que y = sen?t = 1 —cos?t = 1 —a2, por lo que la curva paramétrica
representa la parabola y = 1 — 22, pero restringida al rango -1 <2 <1y 0<y < 1.

En los problemas 3-10, grafique la curva que tiene el conjunto indicado de ecuaciones
paramétricas.

3. z=t—1,y=2t—1;, —-1<t<5H
Solucién. Eliminamos el parametro t:

r=t—1=t=ao+1
y=2t—1=2x+1)—-1=2x+2—-1=2zx+1

La ecuacion cartesiana es: y = 2z + 1

Puntos importantes:
» Parat=—-lLor=-1-1=-2y=2(-1)-1=-3=(-2,-3)
» Parat=02=0—-1=-1,y=2(0)—-1=-1=(-1,-1)

» Parat=5:2=5—-1=4,y=205)—-1=9=(4,9)
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La grafica es un segmento de recta con pendiente 2, desde (—2, —3) hasta (4, 9).

o N & [e)] (o]
1 1 1 1 1

4. =3t y=1t>—-1; —-2<t<3

Solucién. Eliminamos el parametro ¢:

e
=3 =>t= -
v 3
T\ 2 x?
:ﬂ—l:@)—l:——1
4 3 9

s . CBQ
La ecuacion cartesiana es: y = 5 — 1

Puntos importantes:
» Parat=-22=3(-2)=—-6,y=(-2?-1=3= (-6,3)
» Parat=0:2=0,y=-1= (0,—1)
» Parat=3:2=9,y=9—-1=8 = (9,8)
La gréfica es un arco de paréabola que abre hacia arriba, desde (—6, 3) hasta (9, 8).
8 4

6_
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Solucién. Eliminamos el parametro t:

r=vt=t=2z’
y=5—t=>5—z>

La ecuacion cartesiana es: y = 5 — 2

Como t > 0, entonces © = v/t > 0, por lo que z > 0

Puntos importantes:

» Parat=0:2=0,y=5= (0,5)

» Parat=12=1y=4= (1,4)

» Parat=4:2=2,y=1= (2,1)

» Parat =9 2=3,y=—-4=(3,—-4)

La grafica es la mitad derecha de una parabola que abre hacia abajo, con vértice en (0, 5).

6. © =3+ 2sent,y =4 +sent; —7w/2<t<7/2

Solucién. Eliminamos el parametro t:

-3
x:3+ZSent:>sent=mT

-3 5
y:4+sent:4+x2 :x—Zi—

La ecuacion cartesiana es: y = ’“"TJ“K’

Puntos importantes:
» Parat=—7/2:sent=—-1,2=3+4+2(-1)=1,y=4+(—-1)=3=(1,3)
» Parat=0:sent=0,x=3,y=4 = (3,4)

» Parat=7/2:sent=1,2=3+2(1)=5,y=4+1=5= (5,5)
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La grafica es un segmento de recta con pendiente 1, desde (1,3) hasta (5, 5).

5.0~
4.5 1
> 4.0~

3.5 1

3.0 1

7. v =4cost,y =4sent; —7/2<t<mw/2
Solucién. Eliminamos el parametro t:

r =4cost = cost =

NN RS

y=4sent = sent =

Usando la identidad cos®t + sen®t = 1:

N2 Y\ 22 P o N\,
<4> +<4> AT RET I

Puntos importantes:
» Parat = —7/2: x = 4cos(—n/2) =0, y = 4sen(—n/2) = —4 = (0, —4)
» Parat =0: x =4cos0 =4,y =4sen0 =0 = (4,0)

» Parat =7/2: x =4cos(n/2) =0, y = 4sen(rw/2) =4 = (0,4)

La grafica es un arco de circunferencia de radio 4 con centro en (0,0), desde (0, —4) hasta
(0,4), recorriendo el semiplano derecho (z > 0).

4
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8. x=t3+1y=t>—-1;, —2<t<2
Solucién. Eliminamos el parametro t:

r=t+1=>t=x—-1=>t=vVr—1
y=t>—1=WWe—-1>% -1=(z—1)**-1

La ecuacion cartesiana es: y = (v — 1)%/3 — 1

Puntos importantes:

» Parat=—-22=(-22+1=-T,y=(-2)?2-1=3= (-7,3)

Parat=-1:2=(-13+1=0,y=(-1)*-1=0= (0,0)

Parat=0:z=1,y=-1=(1,-1)

Parat=1: 2 =2,y =0 = (2,0)

Parat=2:2=9,y=3=(9,3)

La gréfica tiene forma de “U” desplazada, con punto minimo en (1, —1).

3_

9. v=cy=¢€¥ 0<t<In2
Solucién. Eliminamos el parametro t:

r=e' =t=Inzx
3
y:e3t:€31nx:€lnx :LCS

La ecuacion cartesiana es: y = 2°

Puntos importantes:

» Parat=02=e"=1,y=€e"=1= (1,1)

» Parat=In2: 2z =eP?2 =2 y=e"2 =8 =8 = (2,8)
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La grafica es un segmento de la curva ctibica y = 2®, desde (1, 1) hasta (2, 8).

8 -
6 -
>
4 -
2
0 T T T
1.0 1.5 2.0
X

10. z=—-¢e,y=et; t>0
Solucién. Eliminamos el parametro t:

r=—€=¢e=—-1r=t=In(-x)

Y=t = e~tnt=o) _ /-y — L 1
oz
La ecuacion cartesiana es: y = —%
Comot >0y z = —e', entonces r < —1

Puntos importantes:
» Parat=0:0=—-e"=—-1,y=€e"=1=(-1,1)
» Parat=In2:x=—e"?=-2, y=e ?=1=(-2,05)

» Parat=1:2=—¢,y=c '~ —2718,0,368 = (—2,718,0,368)

La grafica es un segmento de la hipérbola y = —% en el segundo cuadrante, desde (—

extendiéndose hacia la izquierda.
1.2 -
1.0

0.8 1

> 0.6 -
0.4 1

0.2 1

0.0 T - . .

ol

1,1)

En los problemas 11-16, elimine los parametros del conjunto dado de ecuaciones pa-

rametricas y obtenga una ecuacion rectangular que tenga la misma grafica.
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11. z =82,y =t"+3t> -1
Solucién. Dadas las ecuaciones paramétricas:

r=1t y=t'+3*-1

De z = t2, tenemos t* = z.

Sustituimos en la ecuacién para y:
y=()?+3(t*) —1=2"+3z -1
Por lo tanto, la ecuaciéon rectangular es:
y=a>+3z—1
Esta es una pardbola que abre hacia arriba.
12. s=3+t+4,y=-2t3 -2t

Solucién. Dadas las ecuaciones paramétricas:
r=t>24+t+4, y=-2-2t
Observamos que:
y=—2t3 -2t = -2(t3 +1)

De z =13+t +4, tenemos t> +t =z — 4.

Sustituimos en la ecuacién para y:
y=—-2r—4)=—-2x+8

Por lo tanto, la ecuacion rectangular es:
y=—2x+8

Esta es una linea recta con pendiente —2 e intercepto 8.

13. o= —cos2t,y =sent; —rw/4<t<m/4
Solucién. Dadas las ecuaciones paramétricas:

x=—cos2t, y=sent; —-w/4<t<m/4

Usamos la identidad trigonométrica:

cos2t =1 —2sen’t
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Entonces:

r=—cos2t = —(1 —2sen’t) = —1 + 2sen’t

Pero y = sent, por lo que sen?t = g2

Sustituimos:

r=—1+27

Reordenando:

1
2y2:x—|—1 = yQZx;_

Por lo tanto, la ecuacion rectangular es:

1
y? = x; o equivalentemente 1z = 2y* — 1

Esta es una parabola horizontal que abre hacia la derecha.

14. 2 =€ty =1Int; t>0
Solucién. Dadas las ecuaciones paramétricas:

r=¢, y=Int; t>0

De z = €', tenemos t = In .

Sustituimos en la ecuacién para y:

y=1Int=In(lnz)

Por lo tanto, la ecuacion rectangular es:

y =1In(Inz)

El dominio esta restringido a > 1 ya que Inz > 0 para que In(Inz) esté definido.

15. =8,y =3Int; t>0
Solucién. Dadas las ecuaciones paramétricas:
r=t, y=3Int; t>0
De z = t3, tenemos t = /3.

Sustituimos en la ecuacion para y:

1
y =3Int =3In(z"/?) = 3-§lnx =Inz

93
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Por lo tanto, la ecuaciéon rectangular es:
y=Inx
El dominio esta restringido a x > 0.
16. = =tant,y =sect; —7w/2<t<m/2

Solucién. Dadas las ecuaciones paramétricas:

r =tant, y=sect; —7w/2<t<7/2

Usamos la identidad trigonométrica fundamental:

sec’t = 1+ tan’t

Sustituimos x = tant y y = sect:

v’ =1+ 2?

Por lo tanto, la ecuaciéon rectangular es:

y2_$2:1

Esta es una hipérbola con eje transversal vertical, centrada en el origen.

54

Dado que —7/2 <t < /2 y y = sect > 0 en este intervalo, solo tenemos la rama

superior de la hipérbola:

y=v1+a?

En los problemas 17-22, muestre de manera gréfica la diferencia entre las curvas indi-

cadas.
17. y=xyx =sent,y =sent

Solucion. Curva 1: y =«

Ecuacién rectangular: y = x

» Domina: todos los ntumeros reales

Recorrido: todos los nimeros reales

Curva 2: x =sent,y = sent

= Eliminando el pardmetro: y = x

Es una linea recta que pasa por el origen con pendiente 1
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= Sin embargo, x = sent y y = sent implican que —1 <r <1y —-1<y <1

» La curva paramétrica representa solo el segmento de la recta y = x entre los puntos

= La diferencia es que la curva paramétrica esta restringida a un segmento finito

Diferencia: La primera es una recta infinita, la segunda es solo un segmento de esa
recta.
18. y=2yr=—Vt,y=t,t>0

Solucién. Curva 1: y = 22

Es una parabola que abre hacia arriba con vértice en (0, 0)

Domina: todos los ntimeros reales

Recorrido: y > 0

Es simétrica respecto al eje Y

Curva 2: xz—\/iyzt,tzo

2

Eliminando el pardmetro: r = —\/y =y ==

Pero z = —\/ZSOpara todo ¢t > 0

La curva paramétrica representa solo la mitad izquierda de la pardbola y = 2

Puntos: para t = 0: (0,0); para t = 1: (—1,1); para t = 4: (—2,4)

Diferencia: La primera es la parabola completa, la segunda es solo la rama izquierda
(x <0).

19. y=12 —lyz=2y=t"-1,-1<t <2

Solucion. Curva 1: y = 122 — 1

» Es una parabola que abre hacia arriba con vértice en (0, —1)
» Domina: todos los nimeros reales

= Recorrido: y > —1

Curva2:x =2t,y=1t>—1,-1<t<2

» Eliminando el pardmetro: ¢t = 7, entonces y = (”2—6)2 —1=2

= La ecuacion rectangular es la misma: y = }lxz -1
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= Pero el parametro esta restringido: —1 <t <2 = -2<xr <4

» Puntos extremos: para t = —1: (—2,0); para t = 2: (4, 3)

Diferencia: La primera es la parabola completa, la segunda es solo el arco entre xr = —2
y x = 4.

20. y=—a’yr=c,y=—e¥t>0

Solucién. Curva 1: y = —2?

Es una parabola que abre hacia abajo con vértice en (0, 0)

Domina: todos los nimeros reales

Recorrido: y < 0

Es simétrica respecto al eje Y

Curva 2: x = e,y = —e*,t > 0

Eliminando el parametro: y = —e* = —(e!)? = —a?

2

La ecuacién rectangular es la misma: y = —x

» Perox =€ > 1 parat >0

La curva paramétrica representa solo la rama derecha de la parabola para x > 1

Puntos: para t = 0: (1, —1); para t = 1: (e, —e?) ~ (2,718, —7,389)

Diferencia: La primera es la parabola completa, la segunda es solo la parte con = > 1.

21. 22 —y?> =1yx = cosht,y = sinht

Solucién. Curva 1: 22 —y? =1

Es una hipérbola con eje transversal horizontal

Tiene dos ramas: una con x > 1 y otra con x < —1

Centro en (0,0), vértices en (£1,0)

Asintotas: y = +x
Curva 2: x = cosht,y = sinht

= Usando la identidad hiperbolica: cosh?t — sinh?t = 1

= Sustituyendo: 22 — 3? = cosh?t — sinh®t = 1
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» La ecuacion rectangular es la misma: 22 — y? = 1
= Pero cosht > 1 para todo t real

= Por lo tanto, x = cosht > 1 siempre

Diferencia: La primera hipérbola tiene dos ramas, la curva paramétrica representa solo
la rama derecha (x > 1).

22, y=20r—2yx=t>—1y=2t>—4

Solucién. Curva 1: y = 2x — 2

= s una linea recta con pendiente 2 e intercepto y = —2
= Domina: todos los nimeros reales

s Recorrido: todos los nimeros reales
Curva2: x =12 — 1,y = 2t> — 4

» Eliminando el parametro: t? = z + 1

» Sustituyendoen y: y =2(x+1)—4=2x+2—-4=2x—2

= La ecuacién rectangular es la misma: y = 2z — 2

s Pero x =t? — 1> —1 para todo t real

» La curva paramétrica representa solo la parte de la recta con x > —1

» Puntos: parat = 0: (—1,—4); para t = 1: (0, —2); para t = 2: (3,4)

Diferencia: La primera es una recta infinita, la segunda es solo el rayo que comienza

en (—1,—4) y se extiende hacia la derecha.

En los problemas 23-26, muestre de manera grafica las diferencias entre las curvas
indicadas. Suponga a > 0, b > 0.

23. r=uacost,y=asent, 0 <t<mx=asent,y=acost, )0 <t<m
Soluciéon. Curva 1: x = acost, y =asent, 0 <t <

2 2

Ecuacion rectangular: 2° + y? = a? cos®t + a?sen’t = a

Es una semicircunferencia de radio a

Para t = 0: (a,0)

Para t = 7/2: (0,a)

Para t = m: (—a,0)
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» Representa la semicircunferencia superior (y > 0)

Curva 2: x = asent, y =acost, 0 <t <m

Ecuacion rectangular: 22 + y? = a®sen? t 4+ a® cos’t = a?

También es una semicircunferencia de radio a

Para t = 0: (0,a)

Para t = 7/2: (a,0)

Para t = 7: (0, —a)

Representa la semicircunferencia derecha (x > 0)

Diferencia: Ambas son semicircunferencias del mismo circulo, pero la primera es la
mitad superior y la segunda es la mitad derecha.

24. x =acost,y=bsent,a>b, m <t <2wr x=asent, y=bcost,a>b, w<t<2mw

Soluciéon. Curva 1: x = acost, y = bsent, 1 <t <27

., 2 2
Ecuacién rectangular: & + %4 = cos?t + sen’t = 1
a b

= Es una semi-elipse horizontal

Para t = m: (—a,0)

Para t = 37/2: (0, —b)

Para t = 27: (a,0)

Representa la mitad inferior de la elipse (y < 0)
Curva 2: x = asent, y = bcost, 7 <t < 2w

., 2 2
Ecuacion rectangular: & + %4 = sen?t + cos’t = 1
a b

= También es una semi-elipse

Para t = m: (0, —b)

Para t = 37 /2: (—a,0)

Para t = 27: (0,b)

Representa la mitad izquierda de la elipse (z < 0)
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Diferencia: Ambas son semi-elipses de la misma elipse, pero la primera es la mitad
inferior y la segunda es la mitad izquierda.

25. z =acost,y=asent, —m/2 <t <7m/2x =acos2t,y=asen2t, —m/2 <t <7/2

Solucién. Curva 1: x = acost, y = asent, —w/2 <t < 7/2

» Ecuacion rectangular: 22 + y? = a?

» Es una semicircunferencia de radio a
» Parat=—7/2: (0,—a)

» Para t=0: (a,0)

» Parat=7/2: (0,a)

» Representa la semicircunferencia derecha (z > 0)
Curva 2: © = acos2t, y =asen2t, —7/2 <t < 7/2

» Ecuacién rectangular: 22 + y? = a?

» También es una circunferencia de radio a

» Parat = —7/2: x = acos(—7) = —a, y = asen(—7) = 0 = (—a,0)
» Para ¢t =0: (a,0)

» Parat =7/2: x = acos(n) = —a, y = asen(n) =0 = (—a,0)

= El parametro 2t varfa entre —m y m

= Representa la circunferencia completa

Diferencia: La primera es una semicircunferencia (derecha), la segunda es la circun-
ferencia completa debido a que el parametro efectivo 2t recorre un intervalo de longitud
2m.

26. x:acos%,y:asen%,Ogtgﬂx:acos<—%),y:asen(—é),—7r§t§0

IN

Solucién. Curva 1: = acost, y=asent, 0<t<m

2

Ecuacion rectangular: 22 + y? = a

El parametro efectivo es u = %, que varia entre 0 y 7/2

X
2

Para t = 0: (a,0)

Para t = 7: (0,a)

Representa el primer cuadrante del circulo (z > 0,y > 0)
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Curva 2: x = acos (—%) , Y = asen (—%), —7<t<0

Simplificando: x = a cos %, Yy = —asen %l (pues t < 0)

El parametro efectivo es u = —%, que varia entre 0 y /2

Para t = —m: (0, —a)

Para t = 0: (a,0)

Representa el cuarto cuadrante del circulo (z > 0,y < 0)

Diferencia: Ambas son cuartos de circunferencia del mismo circulo, pero la primera
estd en el primer cuadrante y la segunda en el cuarto cuadrante. Ambas comparten el
punto (a,0).

En los problemas 27 y 28, grafique la curva que tiene las ecuaciones paramétricas
indicadas.

27. x =14 2cosht,y =2+ 3sinht
Solucién. Ecuaciones paramétricas:
r=1+2cosht, y =2+ 3sinht
Eliminacién del parametro:
Usamos la identidad hiperbélica fundamental:

cosh?t — sinh?¢ = 1

Despejamos cosh ¢ y sinh¢:

-1 —2
cosht = L, sinht = ¥ =
2 3

Sustituimos en la identidad:
2 2
r—1\"_ (y=2 -1
2 3

Ecuacién rectangular:

(e -1 (=27 _,
1 9

Analisis de la curva:

= Es una hipérbola con eje transversal horizontal

» Centro: (1,2)



2.2. ECUACIONES PARAMETRICAS 61

P =4=a=2

" ?P=9=0b=3

s A=+ =449=13=c= 13
» Veértices: (1£2,2)=(3,2)y (—1,2)
= Focos: (14+/13,2)

= Asintotas: y —2 = +2(z — 1)
Puntos importantes:

» Parat=0:2=1+2(1)=3,y=2+3(0) =2 = (3,2) (vértice derecho)
« Parat =12~ 1+2(1,54) = 4,086, y ~ 2 + 3(1,17) = 5,52 = (4,08, 5,52)
« Parat=—1: 2~ 1+2(1,54) = 4,086, y ~ 2+ 3(~1,17) = —1,52 = (4,08, —1,52)

Grafica: La curva representa la rama derecha de la hipérbola (ya que cosht > 1).

10 -

28. v = -3+ 3cost,y =5+ 5sinht
Solucién. Ecuaciones paramétricas:

r=—-34+3cost, y=25+>5sinht

Analisis de los parametros:

Observamos que:

» = —3+ 3cost es una funciéon trigonométrica acotada

= y =5+ 5sinht es una funcién hiperboélica no acotada

Rango de las variables:

s cost € [—1,1] =z € [-3+3(—1), =3 + 3(1)] = [6, 0]
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» sinht € (—00,00) = y € (—00, 0)

Eliminacién del parametro:

No podemos eliminar completamente el pardmetro ¢t porque tenemos funciones trigo-
nométricas e hiperboélicas mezcladas. Sin embargo, podemos analizar por separado:

De x = —3 4 3 cost, despejamos cos t:

T+ 3
3

cost =

Como cost € [—1, 1], entonces:

_1§x+3

<l=-3<2z+3<3=-6<z<0

Para y, tenemos:

-5
y =5+ 5sinht = sinht = yT

Comportamiento de la curva:

» La coordenada x oscila entre —6 y 0 de manera periddica

» La coordenada y crece mondtonamente con t (ya que sinht es creciente)
» Cuando ¢ aumenta, y aumenta y z oscila

= Cuando ¢ disminuye, y disminuye y x oscila

Puntos importantes:

Parat=0:2=-3+3(1)=0,y=5+5(0) =5 = (0,5)

Para t = 7/2: © = =3+ 3(0) = —3, y = 5+ 5(1,175) ~ 10,875 = (—3,10,875)

Parat =m 2 =-3+3(—1)=-=6,y=5+5(0) =5 = (—6,5)

Parat =37/2: + = -3+ 3(0) = -3,y =5+ 5(—1,175) =~ —0,875 = (-3, —0,875)

Grafica: La curva es una onda que oscila horizontalmente entre + = —6 y = = 0 mien-
tras que y crece indefinidamente. Tiene forma de serpentina que se extiende verticalmente.

20

10 A

_10_
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En los problemas 29-34, determine si el conjunto dado de ecuaciones paramétricas
tiene la misma grafica que la ecuacion rectangular zy = 1.

1

Solucién. Ecuacion rectangular: xy = 1
. , . . . 1 .
Ecuaciones paramétricas: © = 575,y =2t + 1

Multiplicamos x e y:

1
—(—Vt+1 =1
Ty (2t+1)( +1)

La ecuacion se satisface para todo t tal que 2t + 1 # 0, es decir, t # —%.

Analisis del dominio:

= En la ecuacion rectangular zy = 1, el dominio es x # 0

» En las paramétricas, x = # 0 para todo t # —%

_L
2t+1

= El punto t = —% esta excluido en ambas representaciones

Conclusion: Si tienen la misma grafica.

30. z=1t/2 y=1t"1/7?

Solucién. Ecuaciéon rectangular: zy = 1
Ecuaciones paramétricas: © = t'/2,y = t=1/2

Multiplicamos x e y:

La ecuacion se satisface para todo t > 0 (ya que t1/2 requiere t > 0y t = 0 no esta
permitido por ¢~1/2).

Analisis del dominio:

En la ecuacion rectangular xy = 1, el dominio es x # 0

En las paramétricas, x = t*/2 > 0 para todo t > 0

Las paramétricas solo representan la rama con x > 0, y > 0

La ecuacién rectangular tiene también la rama con x < 0, y <0

Conclusién: No tienen la misma grafica. Las paramétricas representan solo la rama del
primer cuadrante.

31. x =cost,y =sect
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Solucién. Ecuacion rectangular: xy = 1
Ecuaciones paramétricas: x = cost,y = sect
Multiplicamos x e y:

1
xy = (cost)(sect) = cos —

La ecuacion se satisface para todo ¢ tal que cost # 0, es decir, t # 7 + k.

Analisis del dominio:

En la ecuacion rectangular xy = 1, el dominio es x # 0

En las paramétricas, © = cost € [—1,1] y # # 0 cuando cost # 0

Sin embargo, = cost solo toma valores en [—1, 1]

La ecuacion rectangular tiene valores de x en (—o0,0) U (0, 00)

Conclusion: No tienen la misma grafica. Las paramétricas solo representan la parte
con |z] <1, |y| > 1.

32. x=t2+1,y=(2+1)7!

Solucién. Ecuaciéon rectangular: xy = 1
Ecuaciones paramétricas: r =t + 1,y = (t* + 1)7!

Multiplicamos x e y:

1
w =+ )(t2+1)

La ecuacion se satisface para todo t real.

Analisis del dominio:

En la ecuaciéon rectangular xy = 1, el dominio es x # 0

En las paramétricas, x = t> + 1 > 1 para todo t real

Las paramétricas solo representan la rama con x > 1, 0 <y <1

La ecuacién rectangular tiene también la rama con x < 0, y <0

Conclusion: No tienen la misma grafica. Las paramétricas representan solo la parte
con r > 1.

33. v =% y=¢%

Solucién. Ecuacion rectangular: xy = 1

2t

Ecuaciones paramétricas: v = e %,y = e
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Multiplicamos z e y:

Ty = (G_Qt)(BQt) — 6—2t+2t — 60 -1

La ecuacion se satisface para todo t real.

Analisis del dominio:

En la ecuacion rectangular xy = 1, el dominio es x # 0

En las paramétricas, x = e~ > ( para todo t real

Las paramétricas solo representan la rama con x > 0, y > 0

La ecuacién rectangular tiene también la rama con x < 0, y < 0

Conclusion: No tienen la misma gréfica. Las paramétricas representan solo la rama del
primer cuadrante.

34, x =13, y=173

Solucién. Ecuacion rectangular: xy = 1
Ecuaciones paramétricas: v = 3,y = ¢ 73

Multiplicamos z e y:

ry=@Ht )= =t"=1

La ecuacion se satisface para todo t # 0.

Analisis del dominio:

En la ecuaciéon rectangular xy = 1, el dominio es x # 0

En las paramétricas, x = t* puede tomar cualquier valor real excepto 0

Cuando t > 0, tenemos « > 0, y > 0

Cuando t < 0, tenemos x < 0, y <0

Ambas representaciones cubren todo el dominio x # 0

Conclusion: Si tienen la misma grafica. Las paramétricas representan ambas ramas de
la hipérbola.
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2.3 Calculo y ecuaciones paramétricas

En los problemas 1-6, encuentre la pendiente de la recta tangente en el punto corres-
pondiente al valor indicado del pardmetro.

1. o= -2, y=t2+5t;t = —1
Solucién. La pendiente de la recta tangente para ecuaciones paramétricas esta dada por:

dy  dy/dt

de  dx/dt

Calculamos las derivadas:

dr  d

d—i:%(ts—ﬁ):i&t?—%
dy d
d—zza(t2+5t):2t—l—5

La pendiente es:

dy  2t+5

dv 32— 2t
Evaluamos en t = —1:

dy|  2=1)+5
dr|_, B 3(—1)2 —2(-1)
—245

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente en t = —1 es %

2. x=4/t,y=203 —t+1;t =2
Solucion. Calculamos las derivadas:
dx B d (4 A 4
e dt \t)

dy d
=28 —t+1)=6t2-1
priir +1)

La pendiente es:

dy 62 =1 (6t - 1)
de — —4/t2 4
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Evaluamos en ¢ = 2:

dy| (@627 1)
dx|,_, 4
C4(6-4-1)
4
C424-1)
=———
— —(23) = —23

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente en ¢t = 2 es —23.

3. r=vVE2+1,y=tht=+3

Solucion. Calculamos las derivadas:

dx d 1 t
— =W+l = —— U= —
dt dt( ) 2vt2 +1 V2 +1
dy d 4 3

— = —(t7) =4t

dt dt( )

La pendiente es:

d 4¢3 Vi +1
& _ :4t3-T+:4t2\/t2+1

- t
dx V241

Evaluamos en t = \/5:

D =y vap
T t=v/3
=4(3)V3+1
=12V4
=12-2=24

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente en t = v/3 es 24.

4. v =e* y=e* t=1In2

Solucion. Calculamos las derivadas:

dx_ d, o o 2
TG A

d d
d_i:%(e—m}):_élefu

La pendiente es:

dy —de™t

y — 5 — — _2674t72t — _2676t
T e

67
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Evaluamos en ¢ = In 2:

@ — 9 6In2
Az |, _py
_ 2€1n(2—6)
—2.276
B 1 B 1
Tt 6 32

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente en ¢t =In2 es —%.

5. 2 =cos’0, y=senf; 0 =7/6

Solucion. Calculamos las derivadas:

dx d 9
0= @(cos 0) =2cosf - (—senfd) = —2cosfsenb
d_y_ d

w7 i @(sen@ = cosf

La pendiente es:

dy cos 6 1

dr  —2cosfsenf - " 2senf

Evaluamos en 0 = 7/6:

dy B 1
dz | o_, /6 ~ 2sen(n/6)
B 1
= o
1
= —— = —1
1

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente en § = 7/6 es —1.

6. x =20 —2send,y=2—2cosb; 0 =7/4

Solucion. Calculamos las derivadas:

dx d

0= @(29—25en0) =2 —2cosf
dy d

0= @(Q—QCOSQ) = 2senf

La pendiente es:

dy ~ 2senf  senf
dr  2—2cosf 1—cosf
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Evaluamos en 0 = 7/4:

2 2
sen(m/4) = \/7_, cos(m/4) = g
dy| %
dx 0=m/4 1-— \/75
N
_ 2
22
2
V2
=55
Racionalizamos:
V2 24V2 V2R+VR)W2+2 5
2-v2 2+V2 4-2 2

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente en 6 = 7/4 es V2 + 1.

En los problemas 7 y 8, encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva dada
en el punto correspondiente al valor indicado del parametro.

7. v=t34+3t,y=6t2+1; t=—1

Solucién. Paso 1: Encontrar el punto de tangencia

Evaluamos las ecuaciones paramétricas en t = —1:

r(—1)=(—=1)*+3(-1)=—-1-3=—4

pu— ( pu—
y(-1)=6(-1+1=6(1)+1=7
El punto de tangencia es (—4,7).

Paso 2: Calcular la pendiente de la recta tangente

La pendiente esta dada por 9% = /4t

dz — dz/dt"

Calculamos las derivadas:

dx d

— = —(t*+3t) =3t +3

dt dt( +3t) +

dy d, 5

— = — (6t 1) =12¢

dt dt( +1)
La pendiente es:

dy 12t 12¢ 4t

dr  32+3 3(2+1) £+1
Evaluamos en t = —1:

dy 4(—1) —4 4
— = = = —_-— —2
de|,_ , (-12+1 141 2
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Paso 3: Escribir la ecuacion de la recta tangente
Usamos la forma punto-pendiente: y — y; = m(x — 1)
Sustituimos m = =2, x1 = —4, y; = T:

y=T=2(~ (~1)

y—7=—-2(x+4)

y—7=—-22x-8

y=—2x—1

Respuesta: La ecuacion de la recta tangente es y = —2x — 1.

8. v=2t+4, y=t>+Int; t=1

Solucién. Paso 1: Encontrar el punto de tangencia

Evaluamos las ecuaciones paramétricas en t = 1:

2(1)=2(1)+4=2+4=6
y(1)=(1)*+In(1) =1+0=1

El punto de tangencia es (6, 1).

Paso 2: Calcular la pendiente de la recta tangente

La pendiente esta dada por g—g = Zg%.
Calculamos las derivadas:

dx d

—=—(2t+4)=2

i gt tY

dy d, , 1

2= (2 +1Int) =2+ >

g gttt =24
La pendiente es:

dy 2t+1 1

i A Rl

dx 2 + 2t
Evaluamos en t = 1:

dy 1 1 3

e, ey T2

Paso 3: Escribir la ecuacion de la recta tangente
Usamos la forma punto-pendiente: y — y; = m(x — 1)

Sustituimos m = 2

5 21=06,y =1L
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3
3
yzéx—8

Respuesta: La ecuacion de la recta tangente es y = %x — 8.

En los problemas 9 y 10, encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva dada
en el punto indicado.

9.

r=1t2+t y=1%
2,4)

Solucion. Paso 1: Encontrar el valor del parametro ¢ correspondiente al punto (2,4).

Dado que y = t? y en el punto tenemos y = 4, entonces:

?=4 = t==42
Verificamos con la coordenada z:

R Sit=2a2=(22+2=4+2=06%#2

n Sit=—-22=(-2+(-2)=4-2=2

Por lo tanto, el valor del parametro es t = —2.
Paso 2: Calcular la pendiente de la recta tangente g—g.
Usando derivadas paramétricas:

dy _ dy/dt
dr  dx/dt

Calculamos las derivadas:

dx d
= +t)=2t+1
g~ altt =
dy d 2
— =) =2
dt dt( )
Entonces:
dy 2t
de  2t+1
Evaluando en t = —2:
dy B 2(—2) —4 —4 4

dr  2(=2)+1 —4+1 -3 3

Paso 3: Escribir la ecuacion de la recta tangente.
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Usando la forma punto-pendiente:

y—yozm(:v—azo)
4

9—425(95—2)

Paso 4: Simplificar la ecuacion.

4 8
y-d=3r-3

8
48 12
Y=zt 3ty
44
Y7303

4 4
Respuesta final: y = §x + 3

10. z=t* -9,y =t —t%
(0, 6)

Solucion. Paso 1: Encontrar el valor del parametro ¢ correspondiente al punto (0,6).

Dado que z = t* — 9 y en el punto tenemos z = 0, entonces:

H_9=0 = =9 = =3 = t=43

Verificamos con la coordenada y:

y=t'—t*=9-3=6

Ambos valores t = /3 yit= —+/3 satisfacen las ecuaciones.
Paso 2: Calcular la pendiente de la recta tangente Z—g.

Calculamos las derivadas:

dx d

d d

d_?; = E(z&4 — ) =4t — 2t
Entonces:

dy 4 -2t 1

de 43 2t2

Evaluando en t = /3:

dy 1 1
1=
dz 2(3) 6

3
6
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Evaluando en t = —+/3:
dy 1

1
dz —  2(3) 6
En ambos casos la pendiente es la misma: —

Paso 3: Escribir la ecuacion de la recta tangente.

Usando la forma punto-pendiente:

y—ygzm(x—xo)

y=6=2(z-0)
5
y=—-x+6

6

5
Respuesta final: y = éx +6

73

11. ;Cual es la pendiente de la recta tangente a la curva dada por x = 4sen 2t, y = 2 cost,

0 <t < 2m, en el punto (2\/5, 1)?

Solucién. Paso 1: Encontrar el valor del parametro ¢ correspondiente al punto (24/3,1).

Dado que y = 2cost y en el punto tenemos y = 1, entonces:

1
2cost=1 = cost= 3

Verificamos con la coordenada x:

] Sit:%:x:4sen(2-§):4sen(%ﬂ):4-

e[S
)

V3

m Sit= %”: x = 4sen (2 . 5—”) = 4sen (NT”) = 4sen (4”) =4- <—‘/7§>

3 3

Por lo tanto, el valor del pardmetro es t = %.

Paso 2: Calcular la pendiente de la recta tangente Z—Z.

Usando derivadas paramétricas:

dy  dy/dt
dr  dx/dt

Calculamos las derivadas:

dr d
o dt( sen 2t) = 8 cos 2t
dy d

F A %(2 cost) = —2sent

= —2v3#2V3
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Entonces:

dy —2sent  sent
dr  8cos2t  4cos2t

Paso 3: Evaluar en ¢t = %

dy_ 5
de 4.

Respuesta final: La pendiente es T
12. Una curva C tiene ecuaciones paramétricas x = t2, y = t3 + 1. ;En qué punto sobre

C esté la recta tangente dada por y + 3x — 5 =07

Solucién. Paso 1: Encontrar la pendiente de la recta dada.

De y + 3x — 5 = 0, despejamos y:
y=-—-3T+5

Por lo tanto, la pendiente es m = —3.

Paso 2: Calcular la pendiente de la curva paramétrica.

dy dy/dt 3t* 3t
Lo o t
v " dvjat - a2 baratz0)

Paso 3: Igualar pendientes y encontrar .

3t

;=3 = 3=-6 = t=-2

Paso 4: Encontrar el punto correspondiente.
r=t"=(-20=4, y=t'+1=(-2+1=-8+1=-7

Paso 5: Verificar que el punto satisface la ecuaciéon de la recta.
y+3x—5=-T+34) —-5b=—-T+12-5=0

Respuesta final: El punto es (4, —7)

13. Una curva C tiene ecuaciones paramétricas z = 2t — 5, y = t> — 4t + 3. Encuentre
una ecuaciéon de la recta tangente a C' que es paralela a la recta y = 3x + 1.

Solucién. Paso 1: Determinar la pendiente requerida.
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La recta y = 3z + 1 tiene pendiente m = 3. Como la recta tangente debe ser paralela,
debe tener la misma pendiente.

Paso 2: Calcular la pendiente de la curva paramétrica.

dy  dy/dt 2t —4

= = =t—-2
dr  dz/dt 2

Paso 3: Igualar pendientes y encontrar t.
t—2=3 = =5
Paso 4: Encontrar el punto de tangencia.
r=205)-5=10-5=5, y=(5)2?—-4(5)+3=25-20+3=38

Punto de tangencia: (5, 8)
Paso 5: Escribir la ecuacion de la recta tangente.

Usando la forma punto-pendiente:

y—yozm(I—l‘o)

y—8=3(z—5)
y—8=3x—15
y=3r—-17

Respuesta final: y =3z — 7

14. Verifique que la curva dada por x = —% + cost, y = —2;9 +senf, —m < 0 < T,
se interseca a si misma. Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes en el punto de

interseccion.
Solucidén. Paso 1: Verificar que la curva se interseca a si misma.
Para que la curva se interseque a si misma, debe existir 6, # 6 tal que:

z(01) = x(02) vy y(01) =y(b2)

De la ecuacion para x:
2 2
—— +costy = —— 4+ coslly = cosbt; = cosbs
T T

Esto implica que 6y = +-6,.
Paso 2: Considerar 65 = —6; (con 61 # 0).

De la ecuaciéon para y:

260 2(—06
——1+sen91:— (=0)
s s

+ sen(—6,)
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26 20
= +sen 6, = b sen 6,
s T
40 20
256n01:—1 = ser191:—1
T

Paso 3: Encontrar una solucién no trivial.

Probamos 0, = 7:

T 2.z
—) =1 2 =1
sen (5) =1,

™

iFunciona! También 6, = —7 funciona.
Tomemos ¢ = 5 y 6 = —7.

Paso 4: Encontrar el punto de interseccion.

2 T 2 2
x:——+cos(§>:——+0:——

™ ™ ™

2.1
y=— 2+sen<z>:—1—|—1:0
T 2

2
Punto de interseccion: (——, 0)
T

Paso 5: Calcular pendientes en el punto de interseccion.

Para 0 = %:

dy dy/d§ —2+cosd

dr  dr/d)  —senf

w| _ivo_>

dx |y_= -1 s
Para 6 = —75

dy

Paso 6: Escribir ecuaciones de las rectas tangentes.
Primera recta tangente (pendiente 2):

2 2 2 4
y_O:_(.T_’_;) = y=-—x+ —

T T 2

Segunda recta tangente (pendiente —2):

2 2 2 4
y—0=——|az+— = Y=-——r— =
™ ™ ™ ™

Respuesta final: Las ecuaciones de las rectas tangentes son:

4 2 4
y=—r+—5 y y=——r- 5
(e ™ ™ ™
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En los problemas 15-18, determine los puntos sobre la curva dada en los cuales la recta
tangente es horizontal o vertical. Graficar la curva.

15. v =13 —t, y=1t>
Solucién. Paso 1: Calcular derivadas paramétricas.

dx dy
321 2
dt 3 Tt

dy dy/dt 2t

dr  dx/dt 32 —1

=2t

Paso 2: Encontrar tangentes horizontales.

Tangente horizontal cuando % =0

2t

32— 1 = =

Punto correspondiente:
r=0-0=0, y=0*>=0

Punto: (0,0)
Paso 3: Encontrar tangentes verticales.

Tangente vertical cuando % = 0 (denominador cero):

1 1
3t2—1= = =2 = t=-4"

3 V3

Respuesta final:

» Tangente horizontal en (0, 0)

. 2 1 2 1
» Tangentes verticalesen | ——=, - | y
3v3'3
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1.00 1
0.75 -
>0.501
0.25-
0.00 -
-1 0 1
X

16. x=4t34+1, y=1t>—2t

Solucion. Paso 1: Calcular derivadas paramétricas.

de 3 dy

— =t} Z=2t-2

dt 8t’ dt t

dy dy/dt  2t—2 16(t—1)
de  de/dt 32 3t

Paso 2: Encontrar tangentes horizontales.

dy __

Tangente horizontal cuando 7%

16(t — 1)

a2 =0 = t—-1=0 = t=1

Punto correspondiente:

Punto: (9, —1)
8

Paso 3: Encontrar tangentes verticales.

Tangente vertical cuando ‘fi—f =0

3
Z2=0 = t=0

8
Punto correspondiente:
1
p= S0P +1=1, y=(0)—2(0) =0
Punto: (1,0)

Respuesta final:

9
= Tangente horizontal en (g, —1)
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» Tangente vertical en (1,0)

17. x=t—1, y=1t—3t2

Solucidén. Paso 1: Calcular derivadas paramétricas.

dz dy 9

— =1, Z=3t"—6t
dt Toodt s 0
dy dy/dt  ,

= == =3t - 06t
de  dx/dt

Paso 2: Encontrar tangentes horizontales.

Tangente horizontal cuando % =0

3 —6t=0 = 3t{t—-2)=0 = t=0,2

Para t = 0:

r=0-1=-1, y=0*-3(02=0

Para t = 2:

r=2-1=1, y=(20°-3(2>*=8-12=—4

Paso 3: Encontrar tangentes verticales.

: dr __ (.
Tangente vertical cuando ¢ = 0:
d
d_f:17é0 para todo ¢

No hay tangentes verticales.

Respuesta final:

» Tangentes horizontales en (—1,0) y (1, —4)

= No hay tangentes verticales

79
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2_

18. z =sent, y=-cosdt, 0<t< 27

Solucidén. Paso 1: Calcular derivadas paramétricas.

d
T cost, d—i{ = —3sen 3t

dy dy/dt —3sen3t

dr  dr/dt  cost

Paso 2: Encontrar tangentes horizontales.

Tangente horizontal cuando % =

dx
— t
ﬂ:o = sendt=0
cost
3t =nr = t:%, n=01,2...,6

Pero excluimos valores donde cost = 0 (denominador cero).

Para t = 0,7, 2m: cost # 0, son validos.
Puntos:

nt=02=0,y=1—(0,1)
wt=max=0,y=cos3r=—-1— (0,-1)
wt=2mzx=0,y=1—(0,1)

Paso 3: Encontrar tangentes verticales.

Tangente vertical cuando fl—f =0:

3T

t=0 = t T
cost = ==, —
27 2

Para t = g:

80
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Parat = 37“:

9
r=—1, yzcos(%)zcos(%)zo

Respuesta final:

» Tangentes horizontales en (0,1) y (0,—1)

» Tangentes verticales en (1,0) y (—1,0)

1.0 A
0.5 A
> 0.0
—0.51
—1.0 A
~1 0 1
X
dy d2y d3y
En los problemas 19-22, encuentre —, — vy —=
P ’ dx’ dx? Y dx3

19. = =3t2, y=6t3

Solucidén. Paso 1: Calcular primera derivada.

dz dy 9
— =6t, — =18t
dt Tt

d dy/dt  18t?
y _ dy/dt _ 187 o

de — dx/dt — 6t

Paso 2: Calcular segunda derivada.

Py d <dy) 4 2@3t) 3 1

da? ~ dx \dx

dzx
6t 2t

Paso 3: Calcular tercera derivada.

Py _d [y _Gle) e ]

dz3  dr \ dx? e 6t 12t3
Respuesta final:

dy ” Py 1 Py 1

de =7 dx?  2t) dx3 1283

81



2.3. CALCULO Y ECUACIONES PARAMETRICAS ]2

20. x =cost, y=-sent

Solucidén. Paso 1: Calcular primera derivada.

dx
dt
dy dy/dt  cost
dr  dr/dt  —sent

dy
= —sent, — =cost
dt

= —cott

Paso 2: Calcular segunda derivada.

d*y d <@) L(—cott)  csc’t

dx —sent

3
J_ 2 — = = —csc’t
2
dx dx \ dx &

Paso 3: Calcular tercera derivada.

3 d [ d> d(_csc®t)  3escPteott
_y__<d_;;):dt< ) _ 3esclteott | g thcots

dr® dx

dzx _
o sent

Respuesta final:

d? dd

dy 3
— — = —csc ¢t
dx? ’

y_ —3escttcott
dx

= —cott, —
dx3

21. z=e !, y=e24 et
Solucioén. Paso 1: Calcular primera derivada.

dz o dy

- 2 =9 2t 3t

o e, 0 e + 3e

@ _ dy/dt _ 262t + 363t ) —263t ) | 364t
dx  dx/dt —et

Paso 2: Calcular segunda derivada.

d*y d (@) 4(—2¢% —3eM)  —6e3t — 12¢*

_ _ _ _ 4 5
wow\a)= e - =t

= _p—t
dt €

Paso 3: Calcular tercera derivada.

Py d <@) _ L (6e' 4 12¢™) _ 24e* 4 60e°

_ 5t 6t
& — = —24e” — 60e

de®  dx \ da2 r

Respuesta final:

d 2 i
Y 963t _ 36t LY _gett L qoeht TV _9ge5t _ 60ett
dx dx?

22, x=1t>+t, y=4t*—t
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Solucién. Paso 1: Calcular primera derivada.

dx dy

— =t+1, —=t-1
a T W

dy dy/dt t—1
de  dx/dt  t+1

Paso 2: Calcular segunda derivada.

d (t— O+ —(t=1)(1)
@ _d (dy) _ dt (%) . (t+1)2 2

dx

& t+1 (t+1)3

dr? dx

Paso 3: Calcular tercera derivada.

d 2 6
dy d (Py\ _u <—(t+1>3> _ w6
de3  dw \dx?) de ot (1)
Respuesta final:
dy t—1 d2y_ 2 d3y_ 6

de — t+1 da?  (t+1)3 ded3 (t+ 1)

23. Emplee d?y/dz? para determinar los intervalos del pardmetro para el cual la curva
del problema 16 es concava hacia arriba y los intervalos para los cuales resulta concava
hacia abajo.

Solucién. Recordemos la curva del problema 16:
L s 2

Paso 1: Calcular primera derivada.

de 3 dy

— =t =2 =2t-2

dt 8 = dt

dy dy/dt  2t—2 16(t—1)
dv  dx/dt 32 32

Paso 2: Calcular segunda derivada.

dx

2 gdr dz
dx dx 7

16(t—1
&Py d (dy) (%)

Calculamos la derivada del numerador:

d (16(t—1)>_16 (2 —(t—1)(2t) 16 t*—2242t 16 —t*+2t
=) =3 = . S A S

3 t 3 t 3 t
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16 —t+2  16(2—1)
3 B 33

Ahora dividimos por 4 = %tQ:

dt

2y LD 1621 8 128(2—1)

de2 3233 32 O

Paso 3: Analizar concavidad.

. 2 . . 2
La concavidad esta determinada por el signo de 3712’:

d*y  128(2 —t)
dz? 9t5

Analizamos signos:

» Parat <0:8°<0,(2—1t)>0— % < 0 (concava hacia abajo)
» Para0<t<2:t°>0,(2—1¢)>0— % > 0 (concava hacia arriba)

» Parat>2:4>0,(2—1) <0 — % < 0 (concava hacia abajo)

Respuesta final:

» Coéncava hacia arriba: 0 < t < 2

» Concava hacia abajo: t <0yt > 2
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24. Emplee d?y/dx? para determinar si la curva dada por x = 2t + 5, y = 2> + 6t + 4t

tiene algin punto de inflexion.

Solucién. Paso 1: Calcular primera derivada.

dz dy 9

— =2, —=6t"+12t+4
dt Toodt TR
dy dy/dt  6t*+ 12t +4

4 _ — = 3t> + 6t + 2
A de/dt 2 ot

Paso 2: Calcular segunda derivada.

Ay d (dy\  GBE+6t+2) 6646
dz?  dx N B

dx
dx & 2

Paso 3: Analizar puntos de inflexion.

. ., 2 . .
Los puntos de inflexién ocurren cuando ZTZ = ( y cambia de signo:

3t+3=0 = t=-1

=3+
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2 . .
Para t < —1: ZTZ < 0 (concava hacia abajo)
2 . .
Para t > —1: Zx—g > 0 (concava hacia arriba)

Hay cambio de concavidad en t = —1.

Paso 4: Encontrar el punto correspondiente.

r=2(-1)+5=3, y=2(-1%+6(-1)>4+4(-1)=-2+4+6—-4=0

Respuesta final: Si, hay un punto de inflexion en (3,0)
En los problemas 25-30, encuentre la longitud de la curva dada.
25. v =2t +2,y=42+6;0<t <2

Solucion. Paso 1: Calcular derivadas.

dx dy
— =57, — =128
dt Todt

Paso 2: Aplicar formula de longitud de arco.

b= [(&) 4 (%) a= [ Vs

2 2 2
= / V254 + 1444 dt = / V1694 dt = / 13t% dt
0 0 0

Paso 3: Evaluar la integral.

2 t32 104
L—13/ t2dt_13[—} :13-§:i
0 31 3 3

104
Respuesta final: L = %

26. v =4t3, y=1t30<t<V3
Solucién. Paso 1: Calcular derivadas.

dx 2 @_

— = =t
dt Toodt

Paso 2: Aplicar formula de longitud de arco.

V3 V3 V3
L:/O \/(t2)2+(t)2dt:/0 \/t4+t2dt:/0 VEE 1) dt

V3
—/ vVt +1dt

0

Paso 3: Resolver la integral por sustitucion.
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Sea u = t* + 1, entonces du = 2t dt, tdt = %
Cuandot=0,u=1Cuandot =3, u=3+1=4

= [ o]

1

1 1 7

= 3 [ 3/2}1 3(43/2 13/2) 3(8 —1)= 3
7
Respuesta final: L = 3

27. x =elsent, y=-clcost; 0<t<m

Soluciéon. Paso 1: Calcular derivadas usando regla del producto.

dx

i e'sent + e’ cost = e’(sent + cost)

d_?z = c'cost — e'sent = e'(cost — sent)

Paso 2: Calcular suma de cuadrados.

dz 2 dy 2 2t 2 2
= + o) = [(sent + cost)® + (cost — sent)”]

e%[(sen2 t+2sentcost + cos’t) + (cos”t — 2sent cost + sen®t)]
e*[2sen?t + 2 cos® t] = e*[2(sen? t + cos? t)] = 2¢e*

Paso 3: Aplicar formula de longitud de arco.

= / vV 2eZt dt :/ V2el dt = \/5/ et dt
0 0 0
=V2[e']] = v2(e" - 1)
Respuesta final: L = \/5(67r -1)
28. Un arco de la cicloide:

r=a(f —senf), y=a(l—cosl); 0<0<27

Solucion. Paso 1: Calcular derivadas.

dr dy
i a(l —cos@), @—asenﬁ

Paso 2: Calcular suma de cuadrados.

dz\? dy 2 9 2 2.2
7 + 2 =a"(1 —cos )" + a“sen” 0
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= a*[1 — 2cosf + cos® O + sen® 0] = a*[1 — 2cos O + 1] = a*[2 — 2 cos ]
= 2a*(1 — cos )

Paso 3: Simplificar usando identidad trigonométrica.

Usamos 1 — cos@ = 2sen?(6/2):
dzr\” dy 2
- i =9 2 ) 2 2) = 4 2 2 92
(d0> + (d0> a®-2sen”(0/2) = 4a” sen”(0/2)
Paso 4: Aplicar formula de longitud de arco.
2 2
L= V4a?sen?(0/2) do = / 2a|sen(6/2)| df
0 0
Para 0 <0 <27, 0<6/2 <m, ysen(d/2) >0, asi que:
2m
L= 2a/ sen(0/2) df
0

Paso 5: Resolver la integral.
Sea u = 0/2, entonces du = df /2, df = 2du
Cuando 0 =0, u =0 Cuando 0 =21, u=m

L—Za/ senu~2du—4a/ senudu = 4a [— cos u]g
0 0

= 4a[—cos + cos 0] = 4a[—(—1)+1] =4a(1+1) =8a

Respuesta final: L = 8a

29. Un arco de la hipocicloide de cuatro cuspides:

r=bcos®d, y=nbsen®d; 0<0<m/2

Solucion. Paso 1: Calcular derivadas.

Z—z = 3bcos? f(—sen ) = —3bcos® fsen §
dy 2 2
0= 3bsen” f(cos ) = 3bsen”  cos 6

Paso 2: Calcular suma de cuadrados.

dz dy ? 2 4 2 2 ol 2
7 + 20 = 90" cos™ O sen” 0 4 9b~ sen” 0 cos” 0

= 9b” cos® O sen® 0(cos® § + sen” ) = 9b? cos® f sen* &
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Paso 3: Aplicar formula de longitud de arco.

w/2 /2
L= / Vb2 cos? O sen? 0 df) = / 3b| cos O sen 0| dO
0 0
Para 0 < 6 < m/2, cosf > 0, send > 0, asi que:
/2
L:3b/ cos@sen 8 do
0

Paso 4: Resolver la integral.

Usamos cosf sen = %sen 20:
w/2 /2
L:3b/ 1sen29d9:3—b/ sen 26 df
0o 2 2 Jo

Sea u = 26, entonces du = 2d6, df = du/2
Cuando 0 =0, u =0 Cuando  =7/2, u =7

3b [T du 3b [T 3b
L = — - —_— = — = — | — m
> | senu - — A senu du y [— cos ulg
3b 3b 3b 3b
= Z[—COSW+COSO] = Z[—(—l) + 1] = 1(2) = 3

b
Respuesta final: L = %

30. Un arco de la epicicloide de tres cuspides:

x=4acosf —acos4d, y=4dasenf —asendd; 0<6<2r/3

Solucion. Paso 1: Calcular derivadas.

d

d—z = —4asenf + 4asen 40 = 4a(sen 460 — sen 0)
dy

0= 4a cos O — 4a cos 40 = 4a(cos O — cos40)

Paso 2: Calcular suma de cuadrados.

dz\? dy : 2 2 2
(@> + (@> = 16a°[(sen 40 — sen 6)~ + (cos O — cos 46)7]

Desarrollamos:
= 16a°[sen” 40 — 2sen 40 sen @ + sen” § + cos® § — 2 cos 6 cos 46 + cos® 46)]

= 16a*[(sen” 40 + cos® 40) + (sen? 6 + cos® 0) — 2(sen 46 sen 6 + cos 6 cos 46)]
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= 16a*[1 + 1 — 2cos(40 — 0)] = 16a*[2 — 2 cos 30] = 32a*(1 — cos 30)

Paso 3: Simplificar usando identidad trigonométrica.

Usamos 1 — cos 30 = 2sen?(360/2):

2 2
(%) + (%) = 32a” - 2sen?(30/2) = 64a®sen*(36/2)

Paso 4: Aplicar formula de longitud de arco.

2m/3 2m/3
L= \/64a2 sen2(30/2) df = / 8a| sen(30/2)| db
0 0

Para 0 <6 <27/3,0 <360/2 <, ysen(30/2) > 0, asi que:

2m/3
L = 8a/ sen(360/2) df
0
Paso 5: Resolver la integral.

Sea u = 36/2, entonces du = gd@, df = %du
Cuando # =0, w = 0 Cuando  =27/3, u=m

T 2 16 T 16
L:8a/ senu-gdu:—a senualu:Ta[—cosu]gr
0

3 Jo
16 16 16 32
= Ta[— cosm + cos0] = ?a[—(—l) +1] = TG(Q) = ?a

2
Respuesta final: L = 3%
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2.4 Sistema de coordenadas polares

En los problemas 1-6, grafique el punto con las coordenadas polares indicadas.
1. (3,m)

Solucién. Analisis del punto:

» r = 3 (distancia desde el origen)
» 0 =7 (4ngulo de 180° desde el eje polar positivo)
Ubicacion: El punto esta a 3 unidades del origen en la direccion del angulo 7, es decir,

sobre el eje x negativo.

Coordenadas cartesianas:
x=rcosf =3cosm =3(—1)=-3

y=rsenf =3senm =3(0) =0
El punto en coordenadas cartesianas es (—3,0).
Grafico: El punto se encuentra sobre el eje x negativo, a 3 unidades del origen.

Representacion grafica:

2. (—2,—7/2)
Solucidén. Analisis del punto:
» 7 = —2 (distancia negativa desde el origen)
» 0 = —7/2 (d4ngulo de -90° desde el eje polar positivo)

Cuando r < 0, el punto esta en la direccion opuesta al angulo dado.

Ubicacion: Como r = —2, el punto esté a 2 unidades del origen en la direccién opuesta
a —m/2, es decir, en el angulo —7/2 + 7 = 7/2.
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Coordenadas cartesianas:
x=rcos = —2cos(—7/2) = —2(0) =0

=rsenf = —2sen(—7/2) = —2(—1) =2
El punto en coordenadas cartesianas es (0, 2).
Grafico: El punto se encuentra sobre el eje y positivo, a 2 unidades del origen.

Representacion grafica:

3. (—3,7/2)

Solucién. Analisis del punto:

» 7 = —1 (distancia negativa desde el origen)
» 0 =7/2 (4ngulo de 90° desde el eje polar positivo)

Ubicacion: Como r = —%, el punto esta a % de unidad del origen en la direcciéon

opuesta a /2, es decir, sobre el eje y negativo.

Coordenadas cartesianas:
1 1
x=rcosh = ) cos(m/2) = —5(0) =0

1 1 1
y=rsent = ~3 sen(m/2) = —5(1) =3

El punto en coordenadas cartesianas es (0, —%)
Grafico: El punto se encuentra sobre el eje y negativo, a % de unidad del origen.

Representacion grafica:
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4. (—1,7/6)
Solucién. Analisis del punto:

» 7 = —1 (distancia negativa desde el origen)
» 0 =7/6 (4ngulo de 30° desde el eje polar positivo)

Ubicacion: Como r = —1, el punto estd a 1 unidad del origen en la direcciéon opuesta
a m/6, es decir, en el angulo 7/6 + 7w = 77 /6.

Coordenadas cartesianas:

x =rcosf = —1cos(n/6) = —1 (?) - _g

1

y=rsenf = —1sen(n/6) = —1 <_) )

1
2 2

El punto en coordenadas cartesianas es (—\/75, —3).
Grafico: El punto se encuentra en el tercer cuadrante.

Representacion grafica:

5. (—4,—-m/6)

Solucioén. Analisis del punto:
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» r = —4 (distancia negativa desde el origen)

» 0 = —7/6 (4ngulo de -30° desde el eje polar positivo)

Ubicacion: Como r = —4, el punto esta a 4 unidades del origen en la direccién opuesta
a —m /6, es decir, en el angulo —7/6 + 7 = 57 /6.

Coordenadas cartesianas:

x =rcos = —4cos(—7/6) = —4 <£> = —2V3

1
y=rsenf = —4dsen(—m/6) = —4 (—5) =9

El punto en coordenadas cartesianas es (—2v/3, 2).
Grafico: El punto se encuentra en el segundo cuadrante.

Representacion grafica:

6. (3,77/4)
Solucién. Analisis del punto:
= 7 = 2 (distancia desde el origen)

» 0 = 7r/4 (4ngulo de 315° desde el eje polar positivo)

Ubicacion: El punto esté a % de unidad del origen en la direcciéon del angulo 77 /4, que
estd en el cuarto cuadrante.

Coordenadas cartesianas:

wl&

2 2
x=rcosf = §C08(7ﬁ/4 = (%)

(%)

[
=%

2
y=rsenf = gsen(77r/4)
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El punto en coordenadas cartesianas es (?, —\/Ti)

Grafico: El punto se encuentra en el cuarto cuadrante.

Representacion grafica:

En los problemas 7 a 12, encuentre coordenadas polares alternas que satisfagan (a)
r>0,0<0((b)r>060>2r(c)r<0,0>0(d)r<0,0<0

para cada punto con las coordenadas polares indicadas.
7. (2,37/4)

Solucién. Coordenadas originales: = 2, § = 37 /4

(a) r> 0,0 <0:
0 =3r/4—2r =3n/4—8n/4=—bn/4
(2, =57 /4)
(b) > 0,0 > 2m:
0 =3 /4 + 21 = 3n/4 + 8 /4 = 11r /4
(2,117 /4)
(¢)r<0,0>0:
r=-2 0=3r/d+m=3r/4+4r/4="Tr/4
(—2,7m/4)
(d) r<0,0 <0:
r=-2, 0=3n/4—nm=3r/4—4n/4d=—7/4

(=2, —m/4)

8. (5,7/2)
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Solucién. Coordenadas originales: r =5, = 7/2
(a) r>0,0 <O0:
0=mn/2-2r=7/2—4n/2 = —31/2
(5, —3m/2)
(b) r> 0,0 > 2m:
0=7/242r=n/2+47/2 = 571/2
(5,57/2)
(¢)r<0,0>0:
r=-5 0=n/24+71=7/2+21/2=23n/2
(—5,371/2)
(d)r<0,0<0:
r=-=5 0=n/2—n1=7/2-21/2=—7/2

(=5, —/2)

9. (4,7/3)

Solucién. Coordenadas originales: r =4, § = /3

(a) r> 0,6 <0:
0=m/3—2r=n/3—6r/3=—5r/3
(4, —57/3)

(b) r > 0,0 > 27:
0=mn/3+2r=n/3+6n/3="Tr/3
(4,77/3)

(¢)r<0,0>0:
r=-4, O0=n/34+nm=7n/3+31/3=4n/3
(—4,47/3)

(d) r<0,0 <0:

r=-4, 0=n/3—-n=7n/3—-3r/3=—-2n/3

(=4, —2m/3)
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10. (3,7/4)

Solucién. Coordenadas originales: r = 3, 0 = 7/4

(a) r> 0,0 <0:
0=n/4d—2r=mn/4—8n/4=—-Tn/4
(3, =7Tn/4)
(b) > 0,0 > 2m:
0 =rm/4+2r = 7/4+87/4 = Or /4
(3,97/4)
(¢)r<0,0>0:
r=-3, O=r/d+r=n/d+4r/4="5r/4
(—3,5m/4)
(d) r<0,0 <0:
r=-3, O=n/4—nr=n/4—4n/4=-371/4

(=3, —37/4)

11. (1,7/6)

Solucién. Coordenadas originales: » =1, § = /6

(a) r>0,0 <O0:
0 =n/6—2r=n/6—121/6=—117/6
(1,—117/6)

(b) r > 0,0 > 27:
0 =1/6+2r = 7/6+ 127 /6 = 137/6
(1,137/6)

(¢)r<0,0>0:
r=-1, 0=n/6+71=7/6+67/6="Tr/6
(—1,77/6)

(d)r<0,0<0:

r=-1, 0=n/6—n1=7n/6—06r/6=—571/6
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(—1,—57/6)

12. (3,77/6)

Soluciéon. Coordenadas originales: r = 3, § = 77 /6

(a) r>0,0 <O0:

0 =Tr/6— 21 =Tr/6 —127/6 = —57/6

(3, —57/6)

(b) r > 0,0 > 27:

0 ="T7r/6+2r="Tr/6+127/6 = 197 /6
(3,197 /6)

(¢)r<0,0>0:

r=-3, 0=Tn/6+m7="Tr/6+67/6=1371/6
(—3,137/6)

(d)r<0,0<0:

r=-3, 0=Tn/6—71="Tr/6—067/6="7/6
(=3,7/6)

97

En los problemas 13-18, determine las coordenadas rectangulares de cada punto con

las coordenadas polares indicadas.
13. (1,27/3)

Solucién. Coordenadas polares: r = %, 0=2n/3

Formulas de conversion:

r=rcosf, y=rsenf

Calculo:
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14. (—1,77/4)
Solucion. Coordenadas polares: r = —1, § = 7r /4
Calculo:
Tr VI 3
r=—-1l-cos|—|=—-1-|— | =——
4 2 2

=
@
&)
i)
o
@
]
—+
&
|

15. (—6,—7/3)
Solucion. Coordenadas polares: r = —6, § = —7/3

Calculo:

x:—6-cos<—g):—6-<%) = -3
y:—6-sen(—g> =—6- (—?) =33

Respuesta: (—3,3v/3)

16. (v/2,117/6)

Solucién. Coordenadas polares: r = /2, § = 117/6

Calculo:

:ﬂ(“%) _ B (ﬁ) Y
() ()

Respuesta: (ﬁ —£>

27 2

17. (4,57/4)

Solucién. Coordenadas polares: 7 = 4, 0 = 57 /4

Calculo:

x:4-cos(%”> —4. (-?) = —2V2
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y:4-sen<%) =4- (—?) = —2V2

Respuesta: (—2v/2, —2v/2)

18. (—5,7/2)

Solucién. Coordenadas polares: r = =5, § = /2

Calculo:

5 cos ()
=—5-cos (=
. 2

y:—5-sen(g>:—5-1:—5

—5-0=0

Respuesta: (0, —5)
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En los problemas 19-24, determine las coordenadas polares que satisfagan (a) r >

0,—mr<f0<7m(b)r<0,—m<0<nm

para cada punto con las coordenadas rectangulares indicadas.

19. (-2,-2)

Soluciéon. Coordenadas rectangulares: v = —2, y = —2

Calculo de 7:

=4y = (2P (2P = VT¥ -

Calculo de 6:

-2
tanf =2 = 2 1
T -2

El punto esta en el tercer cuadrante, por lo tanto:
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20. (0, —4)

Solucién. Coordenadas rectangulares: z =0, y = —4

Calculo de r:
r=4/024(-4)2=vV16=4
Calculo de #: El punto esta sobre el eje y negativo, por lo tanto:

=3

(a) r>0,—m <6 <m:

(47 _5)

(b)r<0,—m <6 <m:

r=-4, 0=--4g=2

2 2
T
4 =
( Y 2)
21. (1,—/3)
Solucién. Coordenadas rectangulares: z = 1, y = —v/3

Calculo de 7r:

r= 12 (VB = VITE=Vi=2

Calculo de 6:

tanﬁzy:_T\/gz—\/g

X

El punto esta en el cuarto cuadrante, por lo tanto:
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22. (v6,v2)

Solucién. Coordenadas rectangulares: x = \/6, Yy = V2

Calculo de 7:

r= (VB2 + (V2P = VB2 = VE—2V3

Calculo de 6:
y V2 o1

tanf = = = — = —
x

V6 V3

El punto esta en el primer cuadrante, por lo tanto:
70

0=—

6

(a) r>0,—m <0 <m:

(2v2,2)

6
(b)r<0,—m<0<m:
r=—2v2, 9=l g

N 6 6
5
(~2v2, - )
6
23. (7,0)

Solucién. Coordenadas rectangulares: x =7, y =0

Calculo de 7r:

P VETR =V =1

Calculo de #: El punto esta sobre el eje x positivo, por lo tanto:

(b)r<0,—m<6<m
r=-7 0=0+7=m7

(_77 7T)



2.4. SISTEMA DE COORDENADAS POLARES 102

24. (1,2)

Solucién. Coordenadas rectangulares: x = 1, y = 2

Calculo de 7:

r=vV12+22=/1+4=15

Calculo de 6:

2
tanﬁzy:—:2
T 1

El punto esté en el primer cuadrante, por lo tanto:

0 = arctan(2)

(a)r>0,—1T<0<m:

(v/5, arctan(2))

(b) r<0,—m<0<m:
r=—V5, 0=arctan(2) —n
(—V/5, arctan(2) — )
En los problemas 25-30, dibuje la region sobre el plano que consiste en los puntos (r, 6)
cuyas coordenadas polares satisfacen las condiciones indicadas.

25. 2<r<4, 0<0<m

Soluciéon. Analizamos las condiciones:

» 2 < r < 4: anillo circular entre radio 2 y radio 4 (incluye borde interior, excluye
borde exterior)

» 0 <6 < 7 semiplano superior (incluye los ejes)

La regiéon corresponde al semicirculo superior del anillo entre radios 2 y 4.

Descripcion: Semicirculo superior del anillo entre r =2 y r = 4.

270°
225° -t . 315°
e - \\
4 N
7/ \
I/ \\
I, \\
Il \\
! !
180° | I 0°
1
\ 3 !
\ A
\ 7
\ 7
% /A
N p ,’
135° Sel____.-- - 45°
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26. 2<r<4
Solucién. Analizamos las condiciones:

» 2 < r < 4: anillo circular entre radio 2 y radio 4 (excluye borde interior, incluye
borde exterior)

= No hay restriccion en 8: 6 puede tomar cualquier valor de 0 a 27

La region corresponde al anillo completo entre radios 2 y 4.

Descripcion: Anillo completo entre r» = 2 (excluido) y r = 4 (incluido).

270°
225° 315°

180° 0°

135° 45°
90°

27. 0<r<2, —7/2<60<7w/2

Soluciéon. Analizamos las condiciones:

» 0 <r < 2:disco de radio 2 (incluye borde)

» —7/2 <6 < 7/2: semiplano derecho (incluye los ejes)

La region corresponde al semicirculo derecho de radio 2.

Descripcion: Semicirculo derecho de radio 2.

270°
225° 315°
180° 0°
34
135° 45°
90°

28. r>0, 7w/4<60<3m/4

Solucién. Analizamos las condiciones:
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= 7 > 0: todo el plano (no hay restriccion superior en r)

» 7/4 < 6 < 31/4: sector angular entre 45° y 135° (excluye los bordes)

La region corresponde al sector angular infinito entre = 7/4 y 6 = 37 /4.

Descripcion: Sector angular infinito entre = 7/4 y 6 = 37 /4 (excluyendo los bordes).

270°
225° <7 . 315°
1807 1y 0
4/
135° ase
90°

29. —1<r<1, 0<60<7w/2

Solucién. Analizamos las condiciones:

= —1 < r < 1. En coordenadas polares, r negativo significa que el punto esté en la
direccion opuesta.

» 0 <@ < m/2: Primer cuadrante (4ngulos entre 0° y 90°)

Recordemos la propiedad fundamental de coordenadas polares:

(—7”, 9) = (Tv 6 + 7T)
Por lo tanto:

= Para 0 < r < 1: puntos en el primer cuadrante dentro del circulo unitario

s Para —1 < r < 0: equivalentes a 0 < r < 1 con 0 + 7, es decir, puntos en el tercer
cuadrante

Pero como 6 estéa restringido a 0 < 6 < 7/2, los puntos con r < 0 NO estan en la
region porque 0 + 7 estaria fuera del rango permitido.

Por lo tanto, la region se reduce a:

0<r<1, 0<6<n/2

Que corresponde al cuadrante del circulo unitario en el primer cuadrante.

Descripcion: Cuadrante del circulo unitario en el primer cuadrante.
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270°
225° 315°
180° 0°
2.9,
135° 45°
90°

30. —2<r<4, 7w/3<0<nw

Solucién. Analizamos las condiciones:

s —2 <r < 4: Anillo entre radios 2 y 4, pero con r negativo incluido

» 7/3 <6 < m: Sector angular entre 60° y 180°
Usando la propiedad fundamental:

(—r,0) = (r,0 +m)

Descomponemos en dos casos:

Caso 1: 0<r<4,7/3<0<m

» Sector del disco de radio 4 entre  =7/3y 0 =7

» Excluye el borde exterior (r < 4)

Caso2: —2<r<0,7/3<0<m

Equivalente a 0 <r <2 con §+ 7

Es decir, sector entre 6 = 47/3 y 0 = 27

La region final es la unién de:

1. Sector del disco de radio 4 entre § = 7/3 y § = 7w (excluyendo borde exterior)

0 + 7 estaria entre 7/3+ 1 =4n/3 y 1+ 7 =27

Incluye el borde interior (r = 2) para la parte negativa

105

2. Sector del anillo entre r = 2y r = 4 entre § = 47/3 y § = 27 (incluyendo borde

interior)

Descripcion: Union de dos sectores:
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1. Sector del disco de radio 4 entre § =7/3y 0 ==

2. Sector del anillo entre r =2y r =4 entre § =47/3 y 0 =27

270°
225° 315°
180° ¢ ) ) 0
\ 4
135° S 45°
90°

En los problemas 31-40, encuentre una ecuacién polar que tenga la misma grafica que
la ecuacion rectangular dada.

31. y=5

Solucién. Usamos la relacion entre coordenadas rectangulares y polares:
y =rsend

Sustituyendo:
rsenf =5

Despejando 7r:

>

- =5cscl

T =
Respuesta: r = 5cscd

32. x+1=0
Solucién. Usamos la relacion:
x =rcost
Sustituyendo:
rcosf +1=0
Despejando 7r:

rcosf = —1

1

- = —secl
cosf

r =
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Respuesta: r = —sec

33. y="Tx
Solucién. Sustituimos y =rsenf y x = rcos?:
rsent = 7(r cosf)

rsenf = Trcosf

Dividiendo ambos lados por r (asumiendo r # 0):
senf) = 7cos@
tanf =7

Respuesta: tanf =7

34. 32 +8y+6=0

Solucién. Sustituimos z = rcosf y y = rsen6:
3(rcosf) + 8(rsend) +6 =0

r(3cosf 4+ 8senf) +6 =0

Despejando 7r:

r(3cosf + 8senf) = —6

6
" 3cosf 4+ Ssenf
6
R ta: r = —
espuesta: 7 3cosf + 8send

35. y?= 4w +4
Solucién. Sustituimos y =rsenf y x = rcos8:
(rsenf)? = —4(rcosf) + 4

r?sen’f = —4rcosf + 4

Usando la identidad sen?0 = 1 — cos? 6:
7?(1 — cos® ) = —4rcosf + 4

r? —1r?cos’ 0 +4rcosh —4 =0
Esta es la ecuacion polar equivalente.

Respuesta: 72 — 12 cos? 0 + 4rcosf —4 =0

36. 22— 12y —36=0

107
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Solucién. Sustituimos z = rcosf y y = rsen6:
(rcosf)* — 12(rsenf) — 36 = 0

r2cos? — 12rsenf — 36 =0

Usando cos?# = 1 — sen? 6:
7?(1 —sen® ) — 12rsenf — 36 =0
r? —r?sen*0 — 12rsenf — 36 = 0
Respuesta: 72 — r?sen?6 — 12rsen — 36 = 0
37. 22 +y* =36
Solucién. Sustituimos z = rcosf y y = rsenb:
(rcosf)? + (rsenf)? = 36

r?cos? 6 + r’sen’f = 36

Factorizando:
7%(cos® § + sen” ) = 36
Usando la identidad cos? 6 + sen? § = 1:
r* = 36
r==6 (puesr>0)
Respuesta: r =6
38. 22—y =1
Solucién. Sustituimos z = rcosf y y = rsen6:
(rcosf)? — (rsenf)® =1

r?cos?f — r?sen’f = 1

Factorizando:
r?(cos? @ — sen® ) = 1

Usando la identidad cos? @ — sen? § = cos 20:
r?cos20 =1

Respuesta: 72 cos 20 = 1

39. 22+ P+ o= /22 +y?
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Solucién. Sustituimos x = rcosf y y = rsen @, y notamos que:
2 2 2
4y =r7, Jal+yr=r
La ecuacion se convierte en:
2 _
r°4+rcosf =r

r?4rcosh —r =0
r(r4+cosf —1)=0
Como r = 0 es solo el origen, la solucién principal es:

r+cosf—1=0

r=1—cosf

Respuesta: r =1 — cos @

40. 2*+yP — 2y =0

Solucién. Sustituimos z = rcosf y y = rsen6:
(rcos®)® + (rsenf)® — (rcosf)(rsend) =0
r3cos® 0+ r®sen® — r* cosfsend = 0

Factorizando 72:
72(r cos® 6 4 rsen® 0 — cosfsen ) = 0

Como r = 0 es solo el origen, la solucién principal es:

r(cos® @ + sen® §) = cos @ sen

~ cosfsent
~ cos36 4 sen3d
cosfsend
cos3 0 + sen3 6
En los problemas 41-52, encuentre una ecuacion rectangular que tenga la misma gréfica
que la ecuacion polar dada.

Respuesta: r =

41. r = 2secl
Solucién. Recordemos que sec = ﬁ, entonces:
2
r =
cos 6

Multiplicando ambos lados por cos 6:

rcosf = 2



2.4. SISTEMA DE COORDENADAS POLARES
Pero rcos@ = x, por lo tanto:

T =2
Respuesta: © = 2

42. rcosf = —4

Soluciéon. Como rcosf = z, tenemos:

r=—4
Respuesta: © = —4
43. r = 6sect
Solucion.

. 6

~ cosd
rcosf =6
r=06

Respuesta: © = 6

44. 2r = tanf
Solucion.
0
tanf = Snv _ Y
cos x
Entonces:
2r = J
T

Pero r = /2% 4 32, entonces:

2 xz—i—y?:g
T

Multiplicando ambos lados por x:
2/ 22+ 1y =y

Respuesta: 2z+/22 +y2 =y

45. r? = 4secl

Solucién.

4
rl=

cosf
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r?cosf = 4
Pero 2 = 2? + y? y rcos § = x, entonces:

(2% + y2)§ =4

Mejor: r% cos = r(rcos@) = r - z, entonces:

re =4
4
r=—
T

Elevando al cuadrado:

16
2 _
e

16

.I‘2 + y2 = )
x

Multiplicando por z?%:
ot 4+ 2%y =16

Respuesta: z* + 2%y* = 16

46. r2cos26 = 16

Solucién. Usamos la identidad cos 260 = cos? 0 — sen? 6:
7?(cos* @ — sen® ) = 16

r?cos? 6 — r’sen’f = 16

Pero rcosf = x y rsenf = y, entonces:
r? —y* =16

Respuesta: 22 — 3% = 16

47. r+5secf =0

Solucion.
=0
cos
5
r=—
cos
rcosf = —5
T =5
Respuesta: © = —5

48. r =2+ cost
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Solucién. Multiplicamos ambos lados por r:
r? = 2r +rcosf

Sustituimos 7% = 22 + 4% y rcosf = 1:
Py =224

Pero r = \/m , entonces:
2?4y =202+ 2+
2+ Yyt —a =222 + 2

Respuesta: 22 + y> — x = 2¢/a2 + 12

_ 2
49. r = 1+3cosf

Solucién. Multiplicamos ambos lados por el denominador:

r(1+3cosf) =2

r+ 3rcosf =2
Sustituimos rcos =z y r = \/x? + y*:

Va2 +y?+3r =2
Vil 2 =2 -3z

Elevando al cuadrado:
2?4+ y? =4 — 122 + 922
0=4—122 4 92% — 2* — ¢?
0=4— 12z + 82 —¢/*
82—y —120+4=0
Respuesta: 822 —y? — 122 +4 =0
50. r(4 —sec) =10
Solucioén.

4r —rsec = 10

r

4y — =10
" cos
1
4r — =10
" COoS GT

Multiplicando por cos 6:

4r cosf —r = 10cos 6
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Sustituimos rcos = x y r = /2% + y*:

X
4I—\/[E2+y2:10'—m

Multiplicando por +/x? + y?:
422 + 92 — (22 +y?) = 102
4o/ +y? = 2* +9° + 10z
Respuesta: 4x+/22 + y? = 22 + > + 10x

_ 5
51. r = 3 cos O+8sec

Solucién. Simplificamos el denominador:

8 B 3cos?0+8

3cosf + 8secH = 3cosb +

cosf cos 6
Entonces:
B 5 _ Hcos 0
r= 3cos20+8 3COS26 + 8
cos 6

7(3cos® +8) = 5cos
3rcos?f 4+ 8 = 5cos
Pero rcosf) = x y cosf) = %, entonces:
2

3r- 48 =5.5
T T

322 5
i+87“:—x
r r

Multiplicando por r:

32% 4 8r% = 5z
Sustituimos 72 = 22 + y*:

32 + 8(2* + y°) = bz

32 4 827 + 8y = bz

1122 +8y* — 52 =0
Respuesta: 1122 + 8y? — 52 = 0

52. r =3+ 3secl

Solucion.

3

=3
" +cos€
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Multiplicando por cos 6:
rcosf = 3cosf + 3

T = 3cosf +3

T

T _ .
Pero cos = 7 T entonces:

r=3 ——C 43
2+ y?
3
r_3—_ 2
V2 +y?

Multiplicando por \/z? + y?:
(x=3)vat+y?=3z
Respuesta: (z — 3)y/22 4+ y? = 3z

114
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2.5 Graficas de ecuaciones polares

En los problemas 1-30, identifique por nombre la grafica de la ecuaciéon polar dada.
Después trace la grafica de la ecuacion.

1. r=6

Solucion. Identificacion: Circulo

Analisis: La ecuacion r = 6 representa todos los puntos que estdn a una distancia
constante de 6 unidades del origen.

Caracteristicas:

» Centro en el origen (polo)
» Radio = 6
= Circulo completo

Ecuacion rectangular equivalente: 22 + y? = 36

Grafico: Circulo centrado en el origen con radio 6.

2. r=-1

Solucion. Identificaciéon: Circulo

Anélisis: En coordenadas polares, r = —1 es equivalente a r = 1 porque el signo
negativo indica la direcciéon opuesta, pero la distancia es la misma.

Caracteristicas:

= Centro en el origen (polo)
= Radio = 1

= Circulo completo

Ecuacion rectangular equivalente: 22 + ¢y = 1

Grafico: Circulo centrado en el origen con radio 1.

3. 0=m7/3

Solucién. Identificacion: Recta

Analisis: La ecuacion 6 = 7/3 representa todos los puntos que forman un angulo
constante de w/3 (60°) con el eje polar.

Caracteristicas:

= Recta que pasa por el origen

= Pendiente = tan(r/3) = /3
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» Angulo de 60° con el eje x positivo

Ecuacion rectangular equivalente: y = /3x

Grafico: Recta que pasa por el origen con pendiente v/3.

4. 0 =57/6

Solucién. Identificacion: Recta

Analisis: La ecuacion € = 57/6 representa todos los puntos que forman un angulo
constante de 57/6 (150°) con el eje polar.

Caracteristicas:

= Recta que pasa por el origen
» Pendiente = tan(57/6) = —\/Lg
= Angulo de 150° con el eje x positivo (segundo cuadrante)
Ecuacion rectangular equivalente: y = —\/iga:

Grafico: Recta que pasa por el origen en el segundo cuadrante.

5. 1 =20,0<0

Solucion. Identificacion: Espiral de Arquimedes

Analisis: La ecuacion r = 20 representa una espiral donde la distancia desde el origen
aumenta linealmente con el angulo.

Caracteristicas:
= Espiral que se aleja del origen

= Para 0 <0, la espiral gira en sentido horario

» Distancia aumenta a medida que || aumenta

Grafico: Espiral en el sentido horario que comienza en el origen.

6. r=230,0>0

Solucion. Identificacion: Espiral de Arquimedes

Anélisis: La ecuacion r = 36 representa una espiral donde la distancia desde el origen
aumenta linealmente con el angulo.

Caracteristicas:

= Espiral que se aleja del origen

= Para 0 > 0, la espiral gira en sentido antihorario
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= Distancia aumenta a medida que # aumenta
Grafico: Espiral en el sentido antihorario que comienza en el origen.

7. r=1+cosf

Solucién. Identificacion: Cardioide
Analisis: La ecuacion tiene la forma r = a+bcosf con a = b = 1, que es un cardioide.

Caracteristicas:

Forma de corazén

Punto singular en el origen

Simétrica con respecto al eje x

Distancia maxima: rps = 1+ 1 =2

Distancia minima: rppm =1—1=0
QGrafico: Cardioide con el lazo hacia la derecha.

8 r=5—5sent

Soluciéon. Identificacion: Cardioide
Analisis: La ecuacion tiene la forma » = a—bsenf con a = b = 5, que es un cardioide.

Caracteristicas:

Forma de corazén

Punto singular en el origen

Simétrica con respecto al eje y

Distancia maxima: rps = 5+ 5 = 10

Distancia minima: rpm =5 —5=0
Grafico: Cardioide con el lazo hacia abajo.

9. r=2(1+senb)

Solucién. Identificaciéon: Cardioide
Analisis: La ecuacion tiene la forma r = a+bsenf con a = b = 2, que es un cardioide.
Caracteristicas:
= Forma de corazon

= Punto singular en el origen
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= Simétrica con respecto al eje y
» Distancia maxima: rpsx =2+ 2 =4

s Distancia minima: rp;,m =2 —2=0
Gréfico: Cardioide con el lazo hacia arriba.

10. 2r =1 — cosf

Solucion. Identificacion: Cardioide

Analisis: Reescribiendo la ecuacion: r =

cona:b:%.

cos 6, que tiene la forma r = a + bcos 6

N |+

1
2

Caracteristicas:

Forma de corazén

Punto singular en el origen

Simétrica con respecto al eje x

Distancia méxima: rpsx = 3 + 3 = 1

=0

Distancia minima: 7y, = % %

Grafico: Cardioide pequeno con el lazo hacia la izquierda.

11. r=1—2cosf

Solucidén. Identificacion: Caracol con lazo interno (limagon)
Analisis: La ecuacion tiene la forma r = a+bcosf con a = 1, b = —2, donde [b| > |al.

Caracteristicas:

Caracol con lazo interno

Simétrica con respecto al eje x

Distancia maxima: rps =1 +2 =3

Distancia minima: ry, = 1 — 2 = —1 (lazo interno)
Grafico: Caracol con lazo interno hacia la izquierda.

12. r=2+4sent

Solucidén. Identificacién: Caracol con hoyo (limagon)
Analisis: La ecuacion tiene la forma r = a + bsenf con a = 2, b = 4, donde |b]| > |al.

Caracteristicas:
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Caracol con hoyo

Simétrica con respecto al eje y

Distancia maxima: rpsx = 2+4 =06

Distancia minima: 7y, = 2 — 4 = —2 (forma el hoyo)
Gréfico: Caracol con hoyo, orientado verticalmente.

13. =4 — 3senf

Solucidén. Identificacion: Caracol (limagon)
Analisis: La ecuacion tiene la forma r = a+bsenf con a = 4, b = —3, donde |a| > |b].

Caracteristicas:

Caracol sin lazo interno

Simétrica con respecto al eje y

Distancia maxima: rpax = 4+3 =7

Distancia minima: ry;,m =4 —3 =1

Grafico: Caracol ovalado orientado verticalmente.

14. r =3+ 2cosf

Solucidén. Identificacion: Caracol (limagon)
Analisis: La ecuacion tiene la forma r = a + bcos 6 con a = 3, b = 2, donde |a| > |b].

Caracteristicas:

Caracol sin lazo interno

Simétrica con respecto al eje x

Distancia maxima: 7pax = 3+2 =25

Distancia minima: rp;,m =3 —2 =1
Grafico: Caracol ovalado orientado horizontalmente.

15. r =4+ cosf

Solucién. Identificacion: Caracol (limagon)
Analisis: La ecuacion tiene la forma r = a + bcos6 con a =4, b =1, donde |a| > |b].

Caracteristicas:

» Caracol casi circular
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= Simétrica con respecto al eje x
» Distancia méxima: rps = 4+1=5

» Distancia minima: rp;, =4 —1=3
Gréfico: Caracol casi circular orientado horizontalmente.

16. r=4 —2send

Solucién. Identificacion: Caracol (limagon)
Analisis: La ecuacion tiene la forma r = a+bsenf con a =4, b = —2, donde |a| > |b|.

Caracteristicas:

Caracol sin lazo interno

Simétrica con respecto al eje y

Distancia maxima: rpsx =4 +2 =06

Distancia minima: rpy, =4 — 2 = 2
Gréfico: Caracol ovalado orientado verticalmente.

17. r =sen20

Solucién. Identificacion: Rosa de 4 pétalos

Anélisis: La ecuacion tiene la forma r = asen(nf) con a = 1, n = 2. Cuando n es par,
la rosa tiene 2n = 4 pétalos.

Caracteristicas:

4 pétalos

Longitud de pétalos = 1

Simétrica con respecto al origen y ambos ejes

Pétalos en los angulos 0 = 7/4, 37 /4,57 /4, Tm /4
Gréfico: Rosa de 4 pétalos centrada en el origen.

18. r = 3sen4d

Solucién. Identificacion: Rosa de 8 pétalos

Analisis: La ecuacion tiene la forma r = asen(nf) con a = 3, n = 4. Cuando n es par,
la rosa tiene 2n = 8 pétalos.

Caracteristicas:

= 8 pétalos
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» Longitud de pétalos = 3

= Simétrica con respecto al origen y ambos ejes

Grafico: Rosa de 8 pétalos centrada en el origen.

19. r = 3 cos 36

Solucién. Identificacion: Rosa de 3 pétalos

Analisis: La ecuacion tiene la forma r = acos(nf) con a = 3, n = 3. Cuando n es
impar, la rosa tiene n = 3 pétalos.

Caracteristicas:

3 pétalos

Longitud de pétalos = 3

Simétrica con respecto al eje x

Pétalos en los angulos 6 = 0,27/3, 47/3
Grafico: Rosa de 3 pétalos centrada en el origen.

20. r = 2sen 30

Solucion. Identificacion: Rosa de 3 pétalos

Analisis: La ecuacion tiene la forma r = asen(nf) con a = 2, n = 3. Cuando n es
impar, la rosa tiene n = 3 pétalos.

Caracteristicas:

3 pétalos

Longitud de pétalos = 2

Simétrica con respecto al eje y

Pétalos en los dngulos 0 = 7/6,57/6, 37 /2
Grafico: Rosa de 3 pétalos centrada en el origen.

21. r = cos bl

Solucién. Identificacion: Rosa de 5 pétalos

Analisis: La ecuacion tiene la forma r = acos(nf) con a = 1, n = 5. Cuando n es
impar, la rosa tiene n = 5 pétalos.

Caracteristicas:

= 5 pétalos
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» Longitud de pétalos = 1

= Simétrica con respecto al eje x

Grafico: Rosa de 5 pétalos centrada en el origen.

22. r = 2sen 90

Soluciéon. Identificacion: Rosa de 9 pétalos

Analisis: La ecuacion tiene la forma r = asen(nf) con a = 2, n = 9. Cuando n es
impar, la rosa tiene n = 9 pétalos.

Caracteristicas:
= 9 pétalos
= Longitud de pétalos = 2

= Simétrica con respecto al eje y

Grafico: Rosa de 9 pétalos centrada en el origen.

23. r=6cos0

Solucién. Identificacion: Circulo

Analisis: Multiplicando ambos lados por 7: 72 = 67 cos §. Sustituyendo 72 = 22 + 9% y
rcosf = x: 2% + y* = 6x.

Caracteristicas:

» Circulo con centro en (3, 0)
= Radio =3
= Pasa por el origen

Ecuacion rectangular: 22 +y? =6z o (z —3)? +y*> =9

Gréafico: Circulo con centro en (3, 0) y radio 3.

24, r = —2cosf

Solucién. Identificacion: Circulo

Analisis: Multiplicando ambos lados por r: 72 = —2r cos §. Sustituyendo 7% = 2% + 32
y rcosf = x: 2?2 +y? = —2x.

Caracteristicas:

» Circulo con centro en (-1, 0)

» Radio =1
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» Pasa por el origen

Ecuacioén rectangular: 2% + y? = =2z o (x + 1)> + y? =1

Gréfico: Circulo con centro en (-1, 0) y radio 1.

25. r = —3senf

Solucion. Identificacion: Circulo

Analisis: Multiplicando ambos lados por 7: 72 = —3rsen 6. Sustituyendo r? = z% 4 3>
y rsenf = y: 2% +y? = —3y.

Caracteristicas:

» Circulo con centro en (0, -1.5)
= Radio = 1.5

= Pasa por el origen

Ecuacion rectangular: 2% + y? = =3y o 22 + (y + 1,5)? = 2,25

Gréfico: Circulo con centro en (0, -1.5) y radio 1.5.

26. r = 5senfd

Solucion. Identificacion: Circulo

Analisis: Multiplicando ambos lados por 7: 72 = 5rsen . Sustituyendo r? = 22 + 4% y
rsenf = y: 2% +y* = 5y.

Caracteristicas:

= Circulo con centro en (0, 2.5)
» Radio = 2.5

» Pasa por el origen

Ecuacion rectangular: 2 + y? = 5y o 22 + (y — 2,5)% = 6,25

Gréafico: Circulo con centro en (0, 2.5) y radio 2.5.

27. 12 = 4sen 20

Solucién. Identificacion: Lemniscata

Analisis: La ecuacion tiene la forma r? = a?sen26 con a®> = 4, a = 2, que es una
lemniscata.

Caracteristicas:

» Forma de infinito

= Simétrica con respecto al origen
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» Pasa por el origen

= Distancia maxima desde el origen = 2

Grafico: Lemniscata orientada a 45° con los ejes.

28. 12 = 4cos 20

Solucion. Identificacidén: Lemniscata

2

Analisis: La ecuacién tiene la forma r?> = a%?cos260 con a®> = 4, a = 2, que es una

lemniscata.

Caracteristicas:

Forma de infinito

Simétrica con respecto a ambos ejes

Pasa por el origen

Distancia méxima desde el origen = 2
Gréafico: Lemniscata orientada horizontalmente.

29. r2 = —25co0s 26

Solucién. Identificacion: Lemniscata

Analisis: La ecuacion tiene la forma r? = a?cos 20 con a? = 25, a = 5, pero con signo
negativo. Esto gira la lemniscata 45°.

Caracteristicas:

Forma de infinito

Simétrica con respecto al origen

Pasa por el origen

Distancia maxima desde el origen = 5

Grafico: Lemniscata orientada a 45° con los ejes.

30. 72 = —9sen 20

Solucion. Identificacidén: Lemniscata

2

Analisis: La ecuacion tiene la forma r? = a?sen 20 con a®> = 9, a = 3, pero con signo

negativo. Esto gira la lemniscata 45°.

Caracteristicas:

» Forma de infinito
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= Simétrica con respecto a ambos ejes
= Pasa por el origen

= Distancia maxima desde el origen = 3
Grafico: Lemniscata orientada horizontalmente.
31. 0<r<2, —7/2<60<m/2
Solucién. Analisis de la region:

» 0 <r < 2: Todos los puntos dentro de un circulo de radio 2 (incluyendo el centro y
la frontera)

» —7/2 < 0 < 7/2: Solo se consideran los angulos desde —m/2 hasta 7/2 (semiplano
derecho)

Descripcion: La region es un semicirculo de radio 2 en el semiplano derecho.

Grafico: Caracteristicas:

Sector angular infinito

Excluye los rayos limite (6 = 7/4y 6 = 3n/4)

Se extiende infinitamente en la direccion radial

Corresponde al segundo cuadrante ampliado

32. —1<r<1,0<0<7/2

Soluciéon. Anélisis de la region:

» —1 <r < 1: Todos los puntos dentro de un circulo de radio 1 (incluyendo el centro
y la frontera)

» 0 <0 <m/2: Solo se consideran los dngulos desde 0 hasta 7/2 (primer cuadrante)

Descripcion: La region es un cuarto de circulo de radio 1 en el primer cuadrante.

Grafico: Caracteristicas:

Cuarto de circulo en el primer cuadrante

Radio 1

Incluye el centro y toda la frontera

Limitada a los angulos entre 0 y 7/2
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33. 2<r<4,n/3<0<m
Soluciéon. Analisis de la region:

= —2 <7r < 4: Interpretamos r negativo como direcciéon opuesta. Esto representa:

e Para 0 entre 7/3 y 7: r va desde -2 hasta 4

e r negativo significa que vamos en direccién opuesta al angulo dado

» 7/3<0<m Angulos desde 60° hasta 180°
Descripcion: La region es un sector de anillo que incluye:

» Para 0 < r < 4: Sector circular entre 7/3 y 7
» Para —2 <r < 0: Equivale a 0 < r < 2 en los angulos opuestos (7/3+ 7 a 7 + )

Gréfico:

Caracteristicas:

Regiéon compuesta por dos sectores

Sector principal: entre angulos 7/3 y 7, radios 0 a 4

Sector opuesto: entre angulos 47/3 y 27, radios 0 a 2

Incluye frontera interior, excluye frontera exterior

En los problemas 31-40, encuentre una ecuacién polar que tenga la misma gréafica que
la ecuacion rectangular dada.

34. y=5

Solucién. Ecuacién rectangular: y =5

Sustitucion de coordenadas polares:
y =rsenf
rsenf =5

Despejando 7:

5
r= = 5csch
sen 6

Respuesta: r = 5cscd

35. z+1=0

Solucién. Ecuaciéon rectangular:  +1 =0
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Sustituciéon de coordenadas polares:
x =rcosf
rcosf+1=0

Despejando 7r:

rcosf = —1
1
_ — = — 6
r p— sec
Respuesta: r = —sect
36. y="Tx

Solucién. Ecuaciéon rectangular: y = 7x

Sustitucion de coordenadas polares:
rsend = 7(r cosf)
rsenf = Tr cos 6

Simplificando (asumiendo r # 0):
senf) = 7cos@
tanf =7

Respuesta: § = arctan(7)

37. 3x+8y+6=0

Solucién. Ecuacion rectangular: 3z + 8y +6 = 0

Sustitucion de coordenadas polares:
3(rcosf) + 8(rsenf) +6 =0
r(3cosf + 8senf) +6 =0

Despejando 7r:
r(3cosf + 8senf) = —6

6
" 3cosf+ Ssend

r =

6
" 3cosf + Ssend

Respuesta: r =

38. 12> = —4w+4
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Solucién. Ecuaciéon rectangular: y? = —4x + 4
Sustituciéon de coordenadas polares:
(rsenf)? = —4(rcosf) + 4
r?sen®6 = —4rcosf + 4
Reorganizando términos:
r?sen?0 + 4rcosf —4 =0
Esta es la ecuaciéon polar. Podemos dejarla asi o completar el cuadrado.
Respuesta: 72 sen? 6 + 47 cosf — 4 = 0
39. 22— 12y —36=0

Solucién. Ecuacion rectangular: 22 — 12y — 36 = 0

Sustitucion de coordenadas polares:
(rcosf)* — 12(rsenf) — 36 = 0
r?cos? — 12rsenf — 36 = 0

Respuesta: 72 cos?f — 12rsen — 36 = 0

40. 22+ 9% =36

Solucién. Ecuacion rectangular: 22 4 y? = 36

Sustitucion de coordenadas polares:
(rcos)? + (rsenf)? = 36
r? cos® 0 + r*sen’ § = 36
7%(cos® § + sen” ) = 36
r?(1) = 36
r? =36
r=6 (puesr >0)

Respuesta: r =6

41. 2> —y* =1

Solucién. Ecuacion rectangular: 22 — y? =1

Sustitucion de coordenadas polares:

(rcosf)* — (rsenf)® =1
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r?cos?f — r’sen’d = 1
r*(cos* @ —sen® ) = 1
Usando identidad trigonométrica:
cos?  — sen” § = cos 20

r?cos20 =1

Respuesta: 12 cos 20 = 1

42. 2* +y’ +a = /a2 +y?

Solucién. Ecuacion rectangular: a2 + y? +x = /22 + 32

Sustitucion de coordenadas polares:
2?4+ y? =12, \/m:r, x =rcosf
r? 4+ rcosh =r

Simplificando (asumiendo r # 0):
r?4rcosh —r =0

r? +7r(cosf —1) =0
r(r+cosf —1)=0

Como r # 0, tenemos:
r+cos —1=0
r=1-—cosf

Respuesta: r =1 — cos 6

43. 3+ —ay=0

Solucién. Ecuacion rectangular: 23 4+ 32 — zy = 0

Sustitucion de coordenadas polares:
xr=rcost, y=rsend

(rcos)® + (rsen@)® — (rcos@)(rsenf) =0

r3cos® @+ rdsen®f — r?cosfsenh =0
Factorizando r2:

r2(r cos® @ + rsen® § — cosfsen ) = 0
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Como r = 0 es solo el origen, consideramos el otro factor:
r(cos® @ 4 sen® §) — cosfsend = 0

r(cos® @ + sen® §) = cos @ sen
_ cosfsend

cos? 0 + sen3 0

cosfsend

Respuesta:; r = ————
p cos3 0 + sen? 6

En los problemas 41-52, encuentre una ecuacion rectangular que tenga la misma grafica
que la ecuacion polar dada.

44. r = 2sec

Solucién. Ecuacion polar: r = 2sec 6

Usando identidad: secf = —

cos 0

2
cos 6

Multiplicando ambos lados por cos 6:

rcosf =2

Sustituyendo coordenadas rectangulares: x = r cos 6

T =2
Respuesta: z = 2

45. rcosf = —4

Solucién. Ecuacién polar: rcosf = —4

Sustituyendo coordenadas rectangulares: x = r cos 6

r=—4
Respuesta: © = —4

46. r = 6sen 20

Solucién. Ecuacion polar: » = 6sen 26

Usando identidad: sen 20 = 2sen @ cos 0

r = 6(2senf cosf) = 12senf cos b
Multiplicando ambos lados por 72:

3 =12r?senf cos b
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Sustituyendo coordenadas rectangulares:
r*=2>+y% rsenf =y, rcosf=ux
r-r? = 12(rsen)(r cos )

r(z? +y*) = 122y

Elevando al cuadrado ambos lados:
r(2° 4+ y?)* = 14427y
(22 + 92 (2? + y2)? = 14402y
(2% +*)? = 1442%)°

Respuesta: (22 + y?)? = 1442%y>

47. 2r = tanf

Solucién. Ecuaciéon polar: 2r = tan 6

Usando identidad: tan § = 522

cos 0

o — sen 6

cos 6
Multiplicando ambos lados por cos 6:

2rcos = send

Sustituyendo coordenadas rectangulares:

r=rcost, y=rsend

2x:y

r

Multiplicando ambos lados por r:

2ar =y

Elevando al cuadrado ambos lados:
A2 = of?
dz?(a® +y?) =
4ot +42’y? = o

Reorganizando:

4ot +4a?y? — > =0

Respuesta: 4z + 42%y* — y? =0
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48. 12 = 4sen 20

Solucién. Ecuacion polar: 72 = 4 sen 26

Usando identidad: sen 20 = 2sen 6 cos 6

72 = 4(2sen f cos ) = 8sen  cos

Multiplicando ambos lados por r:
r* = 8r*senf cos b

Sustituyendo coordenadas rectangulares:
rP=24+9% rsenf=y, rcosh=uz

(z* + y*)* = 8xy

Respuesta: (22 + y*)? = 8xy

49. r?cos20 = 16

Solucién. Ecuacién polar: 72 cos 26 = 16

Usando identidad: cos 26 = cos?# — sen? 6

7?(cos* @ — sen® ) = 16

Multiplicando:

r?cos?f — r?sen’f = 16

Sustituyendo coordenadas rectangulares:
r=rcosf = x* =1r?cos’f

y=rsenfd = y> = r’sen’ 0

22 —y? =16

Respuesta: 22 — y? = 16

50. r +5senf =0

Solucién. Ecuacion polar: r + 5senf = 0

Despejando 7r:
r = —bHsend

Multiplicando ambos lados por r:

r? = —5rsenf
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Sustituyendo coordenadas rectangulares:
2?4+ =7r% y=rsend
w2 +y% = —by

Completando el cuadrado en y:

2 +y*+5y=0

25 25
2 2
) —) = —
T 5y ) =
) 25
2 b
Y+ =7
5\7 25
Respuesta: 12 + (y—|—§) =

51. r =2+ cosf

Solucioén. Ecuacién polar: r = 2 + cos 6

Multiplicando ambos lados por r:

2 =2r +rcosf

Sustituyendo coordenadas rectangulares:
2+ 9> =7r* x=rcosl
2+ y2 =2r+zx

Aislando r:
2+ y2 —x=2r

P4yt
B 2

Como r = /2% + y?, tenemos:

2, 2
Tt = Yyt —w

2

Multiplicando por 2:
2Vt =a’+y’ —u

Esta es la ecuaciéon rectangular.

Respuesta: 2y/22 +y2 =22 +9y? —x

Yy | 2
52. r = 1+3cos 0
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. ‘. 2
Solucién. Ecuaciéon polar: r = TT3c050

Multiplicando ambos lados por el denominador:

(14 3cosf) =2
r+ 3rcosf =2
Sustituyendo coordenadas rectangulares:
VI P 4830 =2
Aislando la raiz:
Va2 +y? =2 -3z
Elevando al cuadrado ambos lados:
r? +y* = (2 — 32)?
2?4y =4— 122 + 922
Reorganizando:
24y — 44122 — 922 =0

8+ 4+ 120 —4=0
822 —y? — 120 +4=0

Respuesta: 822 —y? — 122 +4 =0
53. r(4 —senf) =10

Solucién. Ecuacion polar: (4 —senf) = 10

Distribuyendo:

4r —rsenf = 10

Sustituyendo coordenadas rectangulares:
42?2 +y?—y =10

Aislando la raiz:
422+ 1y =104y

Elevando al cuadrado ambos lados:
16(2” + y°) = (10 + y)*

1622 + 16y = 100 + 20y + 32
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Reorganizando:
1622 + 16y* — 100 — 20y —y* =0
162% + 15y% — 20y — 100 = 0

Respuesta: 1622 + 15y% — 20y — 100 = 0

_ 5
54. r = 3cosO+8sen

5

Solucién. Ecuacién polar: r = T oo 048 ond

Multiplicando ambos lados por el denominador:

r(3cosf +8senf) =5

Distribuyendo:

3rcosf + 8rsenf =5

Sustituyendo coordenadas rectangulares:
3r + 8y =5

Respuesta: 3z +8y =5

55. r =3+ 3secl

Solucién. Ecuacion polar: r = 3 + 3sec6

Usando identidad: sec = —

cos 0

3

cos

r=3-+

Multiplicando ambos lados por cos 6:

rcosf = 3cosf + 3

Sustituyendo coordenadas rectangulares: x = r cos 6

T =3cosf +3

T

Como cosf = % = :
T ’:172+y2

v=3[—|+3
V2 +y?
Multiplicando por /2 + y2:

N R N
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Reorganizando:

/224 y? —3\/22 + 2 = 3z
v+ yi(r —3) =3z
Elevando al cuadrado ambos lados:

(z° + y*)(z — 3)* = 92°

Respuesta: (2?2 + y?)(x — 3)* = 922

En los problemas 31 y 32, la grafica de la ecuaciéon dada es una espiral. Dibuje su
grafica.

56.
r=260>0
(logaritmica)

Solucioén. Identificacion: Espiral logaritmica

Anélisis: La ecuacién r = 2 representa una espiral donde la distancia desde el origen
crece exponencialmente con el angulo.

Propiedades matemaéticas:

Para =0:r=20=1

Para=1:.r=2'=2

Para =2:r=22=14

Para =3:r=23=28

Para @ =4: r =2*=16

Caracteristicas de la espiral logaritmica:

Crecimiento exponencial de r con 6

La distancia entre vueltas sucesivas aumenta geométricamente

Forma caracteristica que se encuentra en la naturaleza (conchas de nautilo, galaxias)

Angulo constante entre el radio vector y la tangente

Comportamiento asintotico:

» Cuando 0 - 0":r — 1

» Cuando 0 — co: r — oo (crecimiento exponencial)
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Descripcion grafica: La espiral comienza en el punto (1, 0) cuando 6 = 0 y se enrolla
alrededor del origen en sentido antihorario, alejandose rapidamente debido al crecimiento
exponencial.

Grafico conceptual:

Ecuacién en forma general: La espiral logaritmica tiene la forma general r = ae®. En
este caso, a =1y b=1n2 =~ 0,693.

90°

270°

57. rf = m, 60 > 0 (hiperbolica)

Solucion. Identificacion: Espiral hiperbolica

Analisis: La ecuacion 70 = 7 puede reescribirse como r = 7, que representa una espiral
donde la distancia desde el origen decrece hiperbélicamente con el angulo.

Propiedades matematicas:

Para§ — 0: r =

Para@z%:r:W—/Q:2

Paranw:ngzl

Para@zQw:r:%:

n
N

Para9:47r:r:ﬁ:

n
AN

Para 0 — oco: 77— 0

Caracteristicas de la espiral hiperbélica:

Decrecimiento hiperbolico de r con 6

La distancia entre vueltas sucesivas disminuye

= Se aproxima asintéticamente al origen cuando 6 — co

También conocida como espiral reciproca

Comportamiento asintético:
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» Cuando § — 07: r — oo (se aleja infinitamente)

» Cuando 6 — oo: r — 0 (se aproxima al origen)

Puntos notables:

No esta definida para 0 = 0

Cruza el eje x positivoen 6 =7, r =1

Cruza el eje y positivo en 6 = 7, 7 =2

Cruza el eje x negativo en 0 = 3w, r = %

Descripcion grafica: La espiral comienza infinitamente lejos del origen cuando 6 es muy
pequeno y positivo, y se enrolla alrededor del origen en sentido antihorario, acercandose
gradualmente al origen a medida que 6 aumenta.

Grafico conceptual:

Ecuacion en forma general: La espiral hiperboélica tiene la forma general » = %. En

este caso, a = 7.

a
9

90°

270°

Relacion con otras espirales:

= Es el caso especial de la espiral de Fermat cuando n = —1
= Es la inversa de la espiral de Arquimedes r = af
= Tiene aplicaciones en fisica y ingenieria, particularmente en el estudio de campos

de fuerzas centrales

En los problemas 33-38, encuentre una ecuacion de la gréafica polar dada.
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58. 900

180°

270°

Soluciéon. Analisis de la grafica: La grafica muestra un circulo que pasa por el origen y
tiene su centro sobre el eje x positivo.

Caracteristicas observadas:

La grafica es un circulo

Pasa por el origen (polo)

El centro esta sobre el eje x positivo

El diametro parece ser de 2 unidades

Deduccion de la ecuacion: Para un circulo en coordenadas polares que pasa por el
origen y tiene centro en el eje x, la ecuacion general es:

r = 2acosf

donde a es la distancia del centro al origen.

Determinacion del parametro: De la grafica, observamos que el punto mas lejano del
origen esta en § = 0 con r = 2. Por lo tanto:

r=2acosf ycuando § =0,r =2
2=2acos0=2a(l)=2a = a=1
Ecuacion polar:

r=2cosf

Ecuacion rectangular equivalente:
r=2cosf = r’=2rcosf = 2%+ y> =22
2049y =0=(r—1)>*+4y* =1

Respuesta final: » = 2 cos @
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59. 900

180°

270°

Soluciéon. Analisis de la grafica: La grafica muestra un circulo que pasa por el origen y
tiene su centro sobre el eje y positivo.

Caracteristicas observadas:

La grafica es un circulo

Pasa por el origen (polo)

El centro esta sobre el eje y positivo

El diametro parece ser de 2 unidades

Deduccion de la ecuacion: Para un circulo en coordenadas polares que pasa por el
origen y tiene centro en el eje y, la ecuacion general es:

r = 2asenf

donde a es la distancia del centro al origen.

Determinacion del parametro: De la grafica, observamos que el punto mas lejano del
origen estd en 6 = 7 con r = 2. Por lo tanto:

r=2asenf y cuando = g,T: 2

2:2aseng =2a(l)=2a¢ = a=1
Ecuacion polar:

r=2send

Ecuacion rectangular equivalente:
r=2senf = r? =2rsenf = 2° + y> =2y
Py —2y=0=2+(y—-17%=1

Respuesta final: » = 2sen
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60. 900

180°

270°

Solucién. Analisis de la grafica: La grafica muestra una cardioide con simetria con res-
pecto al eje x y el lazo hacia la derecha.

Caracteristicas observadas:

Forma de corazon (cardioide)

Simétrica con respecto al eje x

Lazo hacia la derecha

Pasa por el origen

Distancia méxima: 2 unidades

Deduccién de la ecuacion: Para una cardioide con simetria en el eje x y lazo hacia la
derecha, la ecuacion general es:

r = a(l+ cosh)

Determinacion del parametro: La distancia méxima ocurre cuando cosf = 1, es decir,
0 = 0. De la grafica, rps = 2:

r=a(l+cosf) ycuando § =0,r =2
2=a(1+1)=2a = a=1
Ecuacion polar:

r=1+4cosf

Respuesta final: » = 1 + cos 6
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61. 900

180°

270°

Solucién. Analisis de la grafica: La grafica muestra una cardioide con simetria con res-
pecto al eje y v el lazo hacia arriba.

Caracteristicas observadas:

Forma de corazon (cardioide)

Simétrica con respecto al eje y

Lazo hacia arriba

Pasa por el origen

Distancia méxima: 2 unidades

Deducciéon de la ecuacion: Para una cardioide con simetria en el eje y y lazo hacia
arriba, la ecuacion general es:

r=a(l+send)

Determinacion del pardmetro: La distancia maxima ocurre cuando sen # = 1, es decir,
0 = 5. De la gréfica, rus = 2:

r =a(l+ senf) ycuando@zg,TZQ
2=a(l+1)=2a = a=1
Ecuaciéon polar:

r=1-+senf

Respuesta final: » = 1 + sen 6
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62. 900

180°

270°

Solucién. Analisis de la gréafica: La grafica muestra una rosa de 4 pétalos.

Caracteristicas observadas:

4 pétalos simétricos

Los pétalos estan a lo largo de los ejes coordenados

Longitud de cada pétalo: 3 unidades

Simétrica con respecto al origen y ambos ejes

Deduccion de la ecuacion: Para una rosa con pétalos a lo largo de los ejes coordenados,
la ecuaciéon general es:

r=acos(20) o r = asen(20)

Determinacion del tipo y parametro: Los pétalos estan orientados a lo largo de los
ejes, lo que corresponde a r = acos(26). La longitud del pétalo es 3, por lo tanto a = 3.

Ecuacion polar:
r = 3 cos(26)
Verificacion de puntos clave:

» 0 =0:r =3cos0 =3 (extremo del pétalo derecho)

17 =3cos 5 = 0 (entre pétalos)

INE]

» 0 =73:7r=3cosT = —3 (extremo del pétalo izquierdo)

Respuesta final: r = 3 cos(26)
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63. 900

180°

270°

Solucion. Anélisis de la grafica: La grafica muestra una rosa de 3 pétalos.

Caracteristicas observadas:

3 pétalos simétricos

Los pétalos estéan orientados simétricamente

Longitud de cada pétalo: 2 unidades

Simétrica con respecto al origen

Deduccion de la ecuacion: Para una rosa con nimero impar de pétalos, la ecuacion
general es:

r=acos(nf) o r=asen(nd) con n impar

Determinacion del tipo y pardmetros: Con 3 pétalos, n = 3. La orientaciéon sugiere
r = asen(30). La longitud del pétalo es 2, por lo tanto a = 2.

Ecuacion polar:

r = 2sen(30)
Verificacion de puntos clave:

7 = 2sen 5 = 2 (extremo de un pétalo)
: 7 = 2sen 3 = —2 (extremo de otro pétalo)

3
n 0 =30 = 2sen 2 =2 (extremo del tercer pétalo)

Propiedades de la rosa de 3 pétalos:

= Numero de pétalos = n cuando n es impar

= Los pétalos estan espaciados cada %’r = 2{ radianes

= La funcién seno produce pétalos orientados simétricamente
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Respuesta final: r = 2 sen(36)

En los problemas 39-42, encuentre los puntos de interseccion de las graficas del par de
ecuaciones polares indicadas.

64. r =2, r =4senf

Solucién. Igualamos las ecuaciones:

1
2=4senf = senf = 3

T 5T
0=—, 0=—
6’ 6

Verificamos en la ecuacién original:

r = 2 (siempre positivo)

Puntos de interseccion:
(23). (22
6 6

65. r =senf, r =sen26
Solucién. Igualamos las ecuaciones:
sen ) = sen 260 = 2sen @ cos 6

senf —2senfcosf =0
senf(1 —2cosf) =0
Caso l:senf =0=60=0,n
Para 6 = 0: r =sen0 =0 — (0,0

Para § = m: r =senm =0 — (0,7) (mismo punto)

Caso 2: 1—2C089:O:>COSQ:%
s 5%
g=" 2"
3’ 3
Para 0 = g r = sen(%) = 73
Para 0 = %’T: r :sen(%’r) - _73

Puntos de interseccién:
3 35
(0,0), \/__7 T : _i’ o7
2°3 273

66. r=1—cosf, r=1+cosb
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Solucién. Igualamos las ecuaciones:

1—cosf@=1+cosf = —2cosf =0=cosf =0

Para 0 = 37 r =1 —cos(¥f) =1

Puntos de interseccién:
(1L2). (v
2 2

67. r=3—3cosf, r=3cosf

Solucién. Igualamos las ecuaciones:

1
3—3cosf =3cosf =3 =6cosf = cosf = 5

T 5%y
g 92T
3’ 3
Para 0 = = 3(305(%) :%
Para 6 = 5{: r = SCOS(%) :%

Puntos de interseccién:

3 7 3 5m
23/’ 2" 3

En los problemas 43 y 44, use el hecho de que r = f(0) y —r = f(0 + ) describen la
misma curva como una ayuda para determinar los puntos de interseccion del par dado de
ecuaciones polares.

68. r=3, r =06sen26

Solucién. Parar =3: 3 =6sen20 = sen26 = %

137 17

3
3

20 =

ol =
>[5

Y Y 2

m‘
m‘

7w 5m 137 17w

e TS RETY
Puntos: (3, %), (3,5), (3, 27), (3, )

712 ’ 12 712

Ahora usando —r = f(0 4+ 7): =3 = 6sen20 = sen20 = —1

| 7w 117 197 237w

20
66 6 6
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_Tr lr 197 23x
127127 127 12
Puntos: (—3,12), (-3,18), (-3,22), (-3, ZF)

' 12 ' 12 12 ' 12
69. r =cos20, r=1+cosf

Solucion. Caso 1: cos20 =1 -+ cos @

Usando identidad: cos 26 = 2cos? 6 — 1

2¢08°0 —1 =1+ cosb

2¢c08% 0 —cos —2=0

1+v1+16  14+V17
4 N 4

Solo 1=YT ~ 0,78 esta en [—1, 1]

cosf =

= arc cos (PT V") y su simétrico

Caso 2: Usando —r = f(0 + 7): —cos20 = 1+ cosf

—c0s20 =1+ cosf

—2cos’0 +1=1+cosh
—2c0s?0 — cosf =0
cosf(—2cosf —1) =0
608020:623,37”
cos@z—%é@z%’r,%”
Puntos de interseccion completos requieren evaluaciéon numérica adicional.

En los problemas 55-58, identifique las simetrias si el par de puntos dados esta sobre

la grafica de r = f(0).

70. (r,0),(—r,m—0)
Solucién. Analizamos la transformacion de coordenadas polares:
(Ta 6) — (—T, ™= 9)
Recordemos las propiedades fundamentales de las coordenadas polares:

w (—r,0)=(r,0+m)

» (7, —0) es el reflejo sobre el eje polar (eje x)
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Aplicando estas propiedades:

(—r,m—0)=(r,(m—=0)+7) = (r,2r —0) = (r,—0)

El punto (r, —6) es el reflejo del punto (r, ) con respecto al eje x.

Respuesta: Simetria con respecto al eje x (eje polar).

71. (r,0),(r,0 + )
Solucién. Analizamos la transformacion:

(r,0) = (r,0 + )

Por la propiedad fundamental:

(r,04+m) = (-r0)

El punto (—r,0) esta en la direccién opuesta al punto (r, ), lo que corresponde a una
rotacion de 180° alrededor del origen.

Respuesta: Simetria con respecto al origen.

72. (r,0),(—r, 0+ 27)
Soluciéon. Analizamos la transformacion:

(r,0) = (—r,0 + 2m)

Dado que 27 es un periodo completo:
(—r,042m) = (—r,0)

Y por la propiedad fundamental:
(_Ta 9) = (Tv 0+ 7T>

Esta es la misma transformacion que en el ejercicio 56.

Respuesta: Simetria con respecto al origen.

73. (T’, 8)7 (—7", _0)
Solucién. Analizamos la transformacion:

(r,0) = (—r,—0)

Aplicando propiedades:

(—=r,—0)=(r,—0+m) = (r,m—0)
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El punto (r,m — ) es el reflejo del punto (r, ) con respecto al eje y.
Respuesta: Simetria con respecto al eje y.

En los problemas 59 y 60, considere que r = f(f) es una ecuacion polar. Interprete
geométricamente el resultado dado.

74.

f(=0) = f(#) (funcién par)

Soluciéon. Si f(—0) = f(6), entonces:

Esto significa que si el punto (r, 0) esté en la grafica, entonces el punto (r, —f) también
esta en la grafica.

El punto (r, —6) es el reflejo del punto (r, ) con respecto al eje x.

Interpretacion geométrica: La grafica es simétrica con respecto al eje x (eje polar).

75.

f(—=60) =—f(0) (funciéon impar)

Solucién. Si f(—0) = —f(0), entonces:

Esto significa que si el punto (r,0) estd en la grafica, entonces el punto (—r, —6)
también esté en la grafica.

Aplicando propiedades:

(—=r,—0)=(r,—0+m) = (r,m—0)

El punto (r, 7 — ) es el reflejo del punto (r,#) con respecto al eje y.

Interpretacion geométrica: La grafica es simétrica con respecto al eje y.

76. (a) ;Cual es la diferencia entre los circulos r = —4 y r = 47

(b) ;Cuaél es la diferencia entre las rectas que pasan por el origen = 7/6 y 6 = 7w /67

Solucién. (a) En coordenadas polares, analizamos las ecuaciones:
Para r = 4: Todos los puntos a distancia 4 del origen.

Para r = —4: Aplicando la propiedad fundamental:

(—4,0) = (4,0 + )
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Esto significa que el circulo » = —4 es idéntico al circulo » = 4, pero con un desplaza-
miento angular de 7 radianes (180°).

Sin embargo, como un circulo es simétrico, ambos representan el mismo conjunto de
puntos.

Respuesta: No hay diferencia geométrica; ambos representan el mismo circulo de radio
4 centrado en el origen.

Solucion (b) Analizamos las rectas:
Para 6 = 7/6: Recta que forma un angulo de 30° con el eje polar.

Para 6§ = 77 /6: Notamos que:

m/6=7/6+T

Aplicando la propiedad fundamental:

(r,7m/6) = (—r,7/6)

Esto significa que la recta § = 77 /6 es la misma que la recta § = 7/6, ya que en una
recta que pasa por el origen, los puntos (r,6) y (—r, ) representan la misma recta.

Respuesta: No hay diferencia geométrica; ambas ecuaciones representan la misma recta
que pasa por el origen con édngulo 7/6 (30°).

Resumen de Propiedades de Simetria
» Simetria con respecto al eje x: f(0) = f(—6) o (r,0) — (r, —0)
» Simetria con respecto al eje y: f(0) = —f(—6) o (r,0) — (r,m — 0)

» Simetria con respecto al origen: f(6) = f(6 +7) o (r,80) = (—r,6)



2.6. CALCULO EN COORDENADAS POLARES 151

2.6 Calculo en coordenadas polares

En los problemas 1-6, encuentre la pendiente de la recta tangente en el valor indicado

de 6.

Formula para la pendiente en coordenadas polares: Para una curva polar r = f(0), la
pendiente de la recta tangente esta dada por:

dy & senf + r cos §

dx %cos@—rsen@

r=0; 0=m/2

Solucién. Dado r = 6, tenemos:

dr
- 1

do

Aplicando la formula de la pendiente:

dy (1)senf +0cost senf + 6 cost
dr (1)cosf —fsend  cosf — fOsend

Evaluando en 0 = 7/2:
sen(m/2) =1, cos(m/2) =0

dy 1+ (m/2)(0) 1 2

dz 0—(7/2)1) —n/2 =

2
Respuesta: La pendiente es ——
0

r=1/6; 6=3

Solucién. Dado r = #~!, tenemos:

dr _
o

1

-2
—62 = —

Aplicando la férmula de la pendiente:

dy (—gz)senf + (5) cos  —p0 4 cosf

do (—0%) cosf — (%) senf _03529 — =

=}
>
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Multiplicando numerador y denominador por 6%
dy —senf +0cosf)  fcos —senf
dr  —cosf —fOsenf  —(fsend + cosf)
Evaluando en 6 = 3:
cos 3 ~ —0,9900, sen3 ~ 0,1411
dy __3(-09900) —0.1411 _ —29700 - 01411 _ 31111 _ 31111
dr — —(3(0,1411) + (—0,9900)) ~ —(0,4233 — 0,9900)  —(—0,5667)  0,5667

Respuesta: La pendiente es aproximadamente —5,49

r=4—2senf; 0=m/3

Soluciéon. Dado r =4 — 2sen 6, tenemos:

% = —2cosf

Aplicando la férmula de la pendiente:

dy _ (—2cosf)sent + (4 — 2senf) cosf
dr  (—2cosf)cosf — (4 — 2sen ) sen

Simplificando el numerador:

—2cosfsend +4cosf —2senfcosf =4cost —4senfcosb

Simplificando el denominador:

—2c0s?0 — 4senf + 2sen? 6

Por lo tanto:

dy 4 cosf — 4senfcosb
dr  —2cos20 — 4senf + 2sen?d

Evaluando en 0 = 7/3:

cos(m/3) = =, sen(7r/3):§
dy 4G -G 2-VB V3
&SP h-2/Ar) 120

2-4/3
1-2v3

Respuesta: La pendiente es
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4.
r=1-—cosf; 6=23r/4

Solucién. Dado r = 1 — cos 6, tenemos:

d
a sen 6

do

Aplicando la féormula de la pendiente:

dy _ (senf)sent + (1 — cosd)cosd sen? 0 + cos § — cos® 0

dr  (sen®)cosf — (1 — cosf)senf ~ senfcos f — sen  + sen 6 cos 0

Simplificando:

dy  cosf+ (sen’d —cos?@)  cosf — cos 20
dr  2senfcosf —senf  sen20 — senf

Evaluando en 6 = 37 /4:

cos(3m/4) = —?, sen(3w/4) = \/75

cos(3m/2) =0, sen(37/2)=—1

Numerador:
VI
2 2
Denominador:
-1 = Q =— |1+ Q
2 2

Por lo tanto:

dy — —% V2
%__<1+_2) 2442

]
_l’_
&

r=sent; 6=m/6

Solucién. Dado r = sen @, tenemos:

dr
0 cos

153
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Aplicando la férmula de la pendiente:

dy  (cosf)senf + (senf)cos@  2senfcosf  sen20

b A - = = tan 20
dr  (cos@)cos® — (senf)senf  cos?f —sen26  cos20 an
Evaluando en 6 = 7/6:
dy
i tan(2 - 7/6) = tan(7/3) = V3
x
Respuesta: La pendiente es v/3
6.
r=10cos®; 60 =m/4
Solucién. Dado r = 10 cos 6, tenemos:
d
d—g = —10send
Aplicando la féormula de la pendiente:
dy  (—10sen®)senf + (10cos @) cos 6 —10sen? 6 + 10 cos? 4

dr  (—10sen®)cosf — (10 cosf)sen f ~ —10senfcosf — 10sen 6 cosd

Simplificando:

dy  10(cos® 0 — sen?0) 10 cos 260
7 — —y = — cot 29
dx —20sen 8 cos 6 —10sen 26

Evaluando en 0 = 7 /4:

Z—z = —cot(2-7/4) = —cot(n/2) =0

Respuesta: La pendiente es 0

En los problemas 7 y 8, determine los puntos sobre la grafica de la ecuacion dada
en los cuales la recta tangente es horizontal y los puntos en los que la recta tangente es
vertical.

Criterios para tangentes horizontales y verticales:
= Tangente horizontal: % =0y % #0

» Tangente vertical: fl—g =0y % #0

Donde:

x=rcos = f(f)cosl, y=rsend = f(0)send
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7.

r=24+2cosf

Solucién. Primero calculamos las derivadas:
= (2+2cosf)cosh = 2cosf + 2cos* §
y=(2+2cosf)senf =2senf + 2senf cosf = 2senf + sen 26

Derivadas:

Z—z = —2senf —4cosfsenf = —2sen — 2sen 20
d
d—z = 2cos0 + 2cos 20

Tangentes horizontales: % =

>

2c0s60 +2cos20 =0 = cosf +cos20 =0
Usando identidad: cos 26 = 2cos?6 — 1
cosf+2cos’ —1=0= 2cos’f +cosf —1=0

Resolviendo la cuadratica:

-1+v/1+8 —1+3
4 4

cosf =

0089:% o cosf=-1
0=mn/3,57/3 o O=m

Verificando que % # 0 en estos puntos.
; cdr
Tangentes verticales: 97 =0
—2senf) —2sen20 =0 = senf + sen20 = 0
Usando identidad: sen 260 = 2sen ) cos 6

senf + 2senf cosf = 0 = senf(1 +2cosf) =0

senf =0 o cosf= —5

0=0,mr o 60=2r/3,4n/3

Verificando que % # 0 en estos puntos.

r=1—send

155
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Solucién. Calculamos las derivadas:
x=(1—senf)cosf = cos —senf cost
y = (1 —senf)senf = senf — sen®
Derivadas:
dx
df
dy
df

= —senf — (cos?f —sen® ) = —sen ) — cos 20

=cosf — 2sen b cosf = cosf — sen 20

: Ldy
Tangentes horizontales: 5% =
cosf —sen20 =0 = cosf —2senfcost) =0

cosf(1 —2senf) =0

1
cosd =0 o sen0:§
0=mn/2,3r/2 o 60=m/6,51/6

: Ldr
Tangentes verticales: 97 =0
—senf —cos260 =0 = senf 4+ cos20 =0
Usando identidad: cos20 = 1 — 2sen? 6
senf +1—2sen’0 =0 = 2sen’f —senf —1 =0

Resolviendo la cuadréatica:

1+£vI+8 143

0 —
sen 1 1

1
senf=1 o senf = —3

0=n/2 o 0=7r/6,117/6

En los problemas 9 y 10, determine la ecuacién rectangular de la recta tangente en el
punto indicado.

9.
r = 4cos 30

270°
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Solucién. Para la curva r = 4cos 36, necesitamos encontrar la ecuacién de la recta
tangente.

Primero, encontremos el punto de tangencia. La figura indica que el punto esté en
r=4.

Cuando r = 4:

4 =4cos30 = cos30 =1

36—2k7r:>9—2]%ﬂ, ke

Consideremos ¢ = 0 (punto mas a la derecha en la rosa de 3 pétalos).

Coordenadas rectangulares del punto:
x=rcos) =4cos0 =14

y=rsenf =4sen() =0
Punto de tangencia: (4,0)
Ahora calculamos la pendiente usando la féormula para coordenadas polares:

dy 2 senf + r cos

dx %cos&—rsenﬁ

Para r = 4 cos 30:

d
d_g = —12sen 30
En 6 = 0:
dr
r=4cos(0 =4, 0 —128en0 =10

dy _ (0)sen0+ (4)cos0 4
dr (0)cos0 — (4)sen0 0

La pendiente es infinita, por lo que la recta tangente es vertical.

Ecuacion de la recta vertical que pasa por (4,0):
r=41
Respuesta: La ecuacion de la recta tangente es x = 4

10.

r=1+2cosf
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270°

90°

Solucién. Parala curvar = 142 cos @ (caracol), la figura indica dos puntos de tangencia:
0=n/3y0=>5r/3.

Consideremos 6 = m/3:

Coordenadas polares:

1
7’:1+2COS(7T/3):1+2-§:1+1:2

Coordenadas rectangulares:

(N

x=rcos =2cos(m/3)=2-==1

V3

| b
) QI
)

y=rsenf = 2sen(n/3) =2 -

Punto de tangencia: (1,/3)
Ahora calculamos la pendiente:

dy 2 sen + r cos §

dz %cos&—rsen@

Parar =1+ 2cosb:

d
d_g = —2send
En 6 =mn/3:

r=2, % = —2sen(m/3) = —Q-E =—V3

1
cos(m/3) = 3 sen(m/3) =
Numerador:

%sen&—i—rcose— (—V3) -
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Denominador:
dr 1 V3 V3
@cosﬁ—rsenﬁ_(—\/g)-§—2.7__7_\/5_
Pendiente:

_1 1 \/g

VAN Vo

N

Ecuacion de la recta tangente (forma punto-pendiente):
y—y1=m(x — z1)
3
y— V3= %(w )
Multiplicando por 9 para eliminar denominadores:
9Ny —V3) = V3(z - 1)

9y — 9v3 =3z — V3
\/§$—9y+8\/§:O

Ahora consideremos 0 = 5m/3:

Coordenadas polares:

1
T:1—|—2COS(57T/3)=1+2'§=1+1:2

Coordenadas rectangulares:

x=rcosf =2cos(bn/3)=2--=1

N | —

y=rsenf = 2sen(br/3) =2- (—\/§> =3

2

Punto de tangencia: (1, —v/3)

En 6 = 57/3:
r=2, % = —2sen(57/3) = —2- (—?) =3

cos(bm/3) = %, sen(h7/3) = —?

Numerador:

%sen9+r0039:(\/§)~ <—£> +2.%:__+1:

159
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160
Denominador:
dr 1 V3 V3 3v/3
@cose—rsené— (\/5)5—2 (—7) _7+\/§_T
Pendiente:

Multiplicando por 9:
Iy +V3)=—V3(z—1)

9y+9\/§=—\/§x+\/§
V3z + 9y +8V3=0

Respuesta:

» Para 0 = 7/3: \/gx—9y+8\/§:()

= Para 0 = 57/3: V32 4+ 9y +8V3 =0

270°

90°

En los problemas 11-16, encuentre la ecuacion polar de cada recta tangente a la grafica
polar en el origen.

Teorema 2.6.1 (Rectas tangentes en el origen). Para una curva polar r = f(0), las rectas
tangentes en el origen corresponden a los valores de 0 para los cuales r = 0. La ecuacion
polar de una recta que pasa por el origen con dngulo 6y es 0 = 6.
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11.

r=—2senb

Solucién. Buscamos los valores de 6 para los cuales r = 0:
—2senf) =0 =senf =0
0=0,7
Las rectas tangentes en el origen son:

0=0y O=m
Respuesta: 0 =0y 0 =nx

12.

r=3cosf

Solucion. Buscamos r = 0:

3cosf =0= cosf =0

w37
0=— —
27 2
Las rectas tangentes en el origen son:
us 3
0=— 0=—
2 7 2

Respuesta: 0 = 7 y 0 = 3?7r

13.
r=14+v2send

Solucion. Buscamos r» = 0:

1+v2senf =0 = v2senf = —1

0 1

senf) = ——= = ———
V2 2
5t Tw

0=—,—
47 4

Las rectas tangentes en el origen son:

om s



2.6. CALCULO EN COORDENADAS POLARES

Respuesta: 6 = %” y 0= %r

14.

r=1-—2send

Soluciéon. Buscamos r» = 0:

1—2senf =0= 2senf =1

senf = —
2
T o7
0=— —
6’ 6
Las rectas tangentes en el origen son:
m o
0=— 0=—
6 6

. _ T __ bm
Respuesta: § = £y 0 = 7%

15.

r = 2cos bl

Soluciéon. Buscamos r» = 0:
2coshf =0 = coshd =0

50—~ +kr kel

2
T km

0= — + — k=0,1,234
10+57 bR B B |

Las rectas tangentes en el origen son:

™ 3r w™ Tm 97w

Y=10'102' 10’10

Q=7 3 m Tm 97
Respuesta: 0 = {5, 35, 55 10> 1o

16.

r = 2sen 20

Solucién. Buscamos r = 0:
2sen20 =0 = sen20 =0

20 =kmw, keZ

162
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9:%”, k=0,1,2,3

Las rectas tangentes en el origen son:

T 3w
0_07577(77

7T,n_3ﬂ'

Respuesta: 0 =0, 5,7, 5

En los problemas 17-24, encuentre el area de la regiéon que esta acotada por la grafica
de la ecuacion polar que se indica.

El area acotada por la curva r = f(0) entre = a y 0 = [ es:

1 [P
A= [ ey
17.
r=2senf

Solucién. Esta es una circunferencia de radio 1. Para barrer toda la region, 6 va de 0 a
T

1 [ 1 [
A:—/ (ZSen0)2d6:—/ 4sen” §df
2/, 2/,

A= 2/ sen? 6df
0

Usando la identidad sen?f = I_CTOSQG:

A= 2/ ﬂd@ = / (1 = cos20)do
0 2 0

Ao {9_ sen29]

5 =(r=0)—(0-0)=m

0

Respuesta: 7

18.

r =10cosf

Solucion. Esta es una circunferencia de radio 5. Para barrer toda la region, 6 va de —3
.
a g

N | —

1 /2 /2
AR= - / (10 cos 0)*df = / 100 cos® §df
2 —7/2 —7/2
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w/2
A= 50/ cos? 6db

w/2

Usando simetria y la identidad cos? § =

/2 1 20 w/2
A:50~2/ “%d&:&so/ (1 + cos 20)dd
0 0

14cos 26 .
s

w/2
2
A =50 {0+Seg 9} :50(g+0) — %57

0

Respuesta: 257

19.

r=4-+4cosf

Soluciéon. Esta es una cardioide. Para barrer toda la region, # va de 0 a 2mx:

1 2w 1 2
A= 5 / (4 +4cosh)*df = 5 / 16(1 + cos 0)*df
0 0

27
A:S/ (1+2cosf + cos*0)dl
0

14cos 20 .
—

27
A:8/ (HQCOSMW)M
0

Usando cos? 6 =

27 3 1
A=8 — 4+ 2cos0 + =cos20 | db

. \2 2

3 1 27
A=8|=0+2senf + —sen 20

2 4 i
A=8Br+0+0)=24n

Respuesta: 247

20.

r=1—send

Solucién. Esta es una cardioide. Para barrer toda la region, 6 va de 0 a 27

2 1 2
A= —/ (1 —sen6)%dd = —/ (1 — 2sen® + sen” 0)d6
2 Jo 2 Jo

1—cos 26 .
—

1 [ 1 —cos?2
A:—/ (1—23en9+ﬂ)d9
0

Usando sen? § =

2 2



2.6. CALCULO EN COORDENADAS POLARES

1 [ 1
A:§/0 (g—Qsen9—500829>d9

1 1 2
A== §9+2COS@——S€H29
2 |2 4 .
1 3
A=-(B3r+2-0-0-2+0) = =
2 2
Respues.ta:%’r
21.
r =3+ 2senf

Solucién. Esta es una limacon. Para barrer toda la region, 6 va de 0 a 2m:

1 27 1 2
Azé/ (3+28en0)2d9:§/ (9 + 12sen 6 + 4sen® §)do
0 0
Usando sen? § = 1=:26.

1 2w
Azé/ (94 12senf + 2 — 2 cos 260) d
0

1 27
Azé/ (11 4+ 12senf — 2 cos 26) df
0

1
A= 3 (1160 — 12 cos ) — 861129](2)7r

1
A= 5(22%—12—0+12+0) = 1lrx
Respuesta: 117

22,

r =2+ cosf

Solucién. Esta es una limacon. Para barrer toda la region, 6 va de 0 a 27:

1 27 1 27
A= 5/ (24 cos 0)*df = 5/ (4 4+ 4 cos B + cos® 0)df
0 0

14cos26 .
s

1 [ 1 20
A:—/ (4+4COS9+ﬂ)d9
0

Usando cos? 6 =

2 2

1 (/9 1
A== — 4+ 4 — 2
2/0 (2+ cos¢9~|—zcos 0)6[9

165
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1 1 27
A== 9«9+élselr10+—selr129
212 4 0
1 97
A=-(9 04+0)=—
2( 7™+ 0+0) 5
Respuesta: 97”
23.
r = 3sen 20

Solucioén. Esta es una rosa de 4 pétalos. Por simetria, calculamos el area de un pétalo y
multiplicamos por 4.

Un pétalo completo se barre cuando 20 va de 0 a 7, es decir, 6 de 0 a 7:

1 w/2 1 /2
Apetalo = 5/ (3sen 26)2df = 5/ 9sen? 20d6
0

petalo = / S€n2 20d0

Usando sen? 20 = 1=cosd6 00349

7r/2 46 w/2
Apstalo = 9/ o8 df = 9/ (1 — cos40)do
2 Jo 0

o

4

9 sen49 29 97
petalo:Z 0 — :Z(__O):_

2 8
Area total:
aog 20
8 2
Respuesta: 97”
24.
r = cos 360

Solucioén. Esta es una rosa de 3 pétalos. Por simetria, calculamos el area de un pétalo y
multiplicamos por 3.

Un pétalo completo se barre cuando 30 va de —7 a 7, es decir, 0 de —% a Z:

1 71'/6 1 71'/6
Apstalo = 5/ /G(COS 39)2d0 = 5/ B cos? 30d6

2 39 — 1+c§s69:

.2/”/6 1+00569d9:/”/6 1—|—cos60d9
0 2 0 2

Usando simetria y cos

1
Apétalo = 5
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1[0 1 sen 6016
Apetato = 5/0 (1 + cos66)do = 3 {9 + 5 L
A - 1 <7r +0> o
pétalo — 2\ 6 = 19
Area total:
T T
A g " —_—— —
3 12 4

us

Respuesta: §
En los problemas 25-30, determine el area de la region que esta acotada por la grafica

de una ecuaciéon polar dada y los rayos indicados.

El area acotada por la curva r = f(f) entre los rayos § = a'y § = [ es:

B
A= [ ey

25.
r=20,0>0,0=0,0=3r/2

Solucién. Aplicamos la formula del area polar:

1 3mw/2 1 3m/2
A=— / (20)2df = / 40*do
2 0 2 0

3m/2 937°7/2
A:2/ 9%19:2{—]
0 3 1o
3 3 3 3
A:2-1 3 :2.277r :547T :9i
3\ 2 3 8 24 4

3
Respuesta: e

26.
rd=m,0>00=mw/20=m
Solucién. Primero despejamos r:
™
r=—
0

Aplicamos la formula del area polar:

™

1 (™ /m\2 1 2
A== n - - 0
JRORGTY IR
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w/2
AT (1, 1y _® (1 2
2 T T2 2 Toow
a_m L
2 T 2
Respuesta:g

27.

LT ey _l/ﬂze
A—2/O(e)d0—2 Oede

1
Respuesta: 1(62“ —1)
28.

r=10e? 6=1,60 =2

Solucioén. Aplicamos la formula del area polar:

1 [? 1 /2
A== / (10e™%)%dH = = / 100e~#d6
2 /; 2

1

29.

r=tanf, 0 =0,0=m/4

168
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Solucion. Aplicamos la formula del drea polar:

1 w/4 1 w/4
A= —/ (tan 6)*df = —/ tan® 0df
2 Jo 2. Jo

Usamos la identidad tan?6 = sec?f — 1:

w/4
A= _/ (sec’§ — 1)dh = % [tan 6 — 9]5/4
0

1 T m 1 T
a7
2 8
1 =«
R ta: — — —
espuesta 5 3

30.

rsenf =5 60 =7/6,0=m/3

Solucién. Primero despejamos r:

5
sen 6

r= = 5csch

Aplicamos la formula del area polar:

1 w/3 1 /3
A= —/ (5csch)df = —/ 25 csc? 0do
2 /6 /6

25 [™/3 2
A:—5 c5029d0:—5[—00t8]”/3
2 /6 9 /6
Evaluamos:
1
cot(m/3) = —, cot(nw/6 =3
(m/3) 7 (m/6)
25 1 25 1
A== (-—=+V3| == \/§——)
> (-5t8) -2 (-5
A_25(3—1>_25 2 25
S 2\V3) 2 V3 V3
Racionalizando:
A:25?:/§

Respuesta:

169
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En los problemas 31 y 32, la grafica es de la ecuacion polar r = 1 + 2 cos 6. Determine
el area de la region sombreada.

31. 900

180°

270°

Solucién. Para la curva r = 1+2cos 6 (caracol con lazo interno), necesitamos identificar
qué region corresponde a la sombreada en la figura.

Por la forma tipica de estos problemas, la region sombreada suele ser el lazo interno
del caracol. Para encontrar los limites del lazo interno, buscamos donde r = 0:

1
1+2C089:O:>COSQZ—§

El lazo interno se barre cuando 6 va de %’T a %”. Sin embargo, en este intervalo r es

negativo, por lo que debemos tener cuidado con el érea.

Usamos la formula del area polar:

1 [P
AZE/Q TQdQ

Para el lazo interno, integramos de %” a ir.

3

1 4m/3
A:—/ (1+ 2cos)?df
2 2m/3

Desarrollamos el integrando:

(142cosf)? =1+ 4cosf + 4cos® 0

Usando la identidad cos? @ = Hc—gs%:

1+4cosf +4cos?d =1+ 4cosf + 2(1 + cos20) = 3 + 4 cos § + 2 cos 20
Por lo tanto:

4 /3
A:—/ (3 +4cosf + 2cos 260)df
2 2m/3
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Integramos término a término:

1
A= 3 [30 + 4sen  + sen 20];%3

Evaluamos en los limites:

Para 0 = %’T:

se 3 = 5 se 3 — se 3 T ] = se 3 = 9

A V3| V3 V3 3v/3
3(—)—1—4(——)+7:47r—2\/§+7:47r—7

2 V3 47 47 2w V3
sen| — | =—, sen|— ) =sen|{— —27)=sen|{— | = ——
3 2 3 3 3 2

2m V3 V3 3 3v3
3(—)+4<—>+ (—7) :27r+2\/_—7=27r+—

Calculamos la diferencia:

A:1[<4W—ﬁ) — <2W+¥)] :%<27T—3\/§>:7T—&§

2 2 2

Dado que el area debe ser positiva y m — %3 ~ 3,1416 — 2,5981 = 0,5435 > 0, este es
el area del lazo interno.

3v/3

Respuesta: m — —

32. 90°

180°

270°

Solucién. Para la figura, la region sombreada suele ser la parte externa del caracol,
excluyendo el lazo interno.
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El area total del caracol se obtiene integrando de 0 a 27:
1 2
Atotal = 5/ (]_ + 2 cos 9)2d9
0

Usando el mismo desarrollo del integrando:

1 2T
Atotal = 3 / (3+ 4 cos + 2cos260)dd
0

1 1
Agotal = 5 [30 4+ 4sen 6 + senQ@]é7T = 5(67r +0+0) =37

El area de la region externa es el area total menos el area del lazo interno:

3\/_
Aexterna = Atotal - Alazo interno — 3Jm—|m———

3 3
Aexterna_3ﬂ'_ﬂ'+i_2ﬂ'+7\/_

3v3

Respuesta: 2m + TN

3v3

Area del lazo interno: = — — ~ 0,5435

Area de la region externa: 2w + M ~ 6,2832 4 2,5981 = 8,8813

Area total: 37 ~ 9,4248

Suma: 0,5435 + 8,8813 = 9,4248

En los problemas 33-38, determine el area de la region descrita.
33. Fuera del circulo » = 1 y dentro de la curva de la rosa r = 2 cos 36.

Solucién. La rosa r = 2cos 360 tiene 3 pétalos. Necesitamos el area fuera de r = 1 pero
dentro de los pétalos.

Primero encontramos los puntos de interseccion:

1
2c0s30 =1 = cos30 = 3

7 b Tnm 11w
W=3 35 5
g T 5m T lir

979797 9
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Por simetria, calculamos el drea de una porciéon y multiplicamos. El area dentro de un
pétalo pero fuera del circulo es:

1 /6 /6
Apetalo = = / (2 cos 30)%df = 2/ 4 cos? 30d0
0

2 —7/6
/6 1 w/6
:8/ Md&zll/ (1 + cos 66)df
0 2 0
/6
2

:4{9+sen69} :4<z>:_7r

6 |, 6/ 3

El 4rea dentro del circulo en el mismo sector es:

1 /6
Acirculo - _/ 12d‘9 - z
2) 6

Area de una porcion: 2% —5=73

Como hay 6 porciones simétricas (2 por cada pétalo):

Atotal = 6 X E = 37T
2
Respuesta: 3w

34. Comin a los interiores de los circulos r» = cosf y r = sen .

Solucion. Los circulos se intersecan cuando:

cosezsenQ:Wcaun@:1:>6’:z N

47 4

Por simetria, el area comun es 4 veces el area en el primer cuadrante entre = 0 y
0 = /4, donde r = cosf es el circulo exterior.

1 w/4 w/4 1 9
A:4><§/ 00820d9:2/ LHcos20
0 0

2
71'/4 20 7'('/4
—/ (1+Cos28)d0—[9+sen }
0 2 0
_7r+1 O_7r+1
402 42

T 1
R ta: — =+ —
espuesta 4—1—2

35. Dentro del circulo r = 5sen 8 y fuera de la limacon r = 3 — sen 6.

Soluciéon. Puntos de interseccion:

Hsenf) =3 —senf = 6senf =3 :>sen9—%
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5%

m
=22
6’6

El 4rea es:

1 57/6
A=— / [(5sen 0)? — (3 — sen 0)?]df
2 /6

1 57 /6
= —/ [25sen? 6 — (9 — 6sen O + sen” 6)]d6

2 /.6
1 5m7/6
= 5/ [24sen? § + 6sen 6 — 9]df
/6

1—cos 26 .

Usando sen” § = =<

1 57/6
= —/ [12(1 — cos26) + 6send — 9]dd
/6

1 57/6
:5/ [3 4 6senf — 12 cos 26]db
/6

Integrando:

1
=3 [30 — 6 cos — G sen 29]?%6

Evaluando:
1 /15 5 5 3
= 5 (Tﬂ —6005% —6sen?7r — %+6COS%+686H%)

Ao 2) 924
:%(2w+12\/§):w+6\/§

Respuesta: m + 6v/3

36. Comin a los interiores de las gréaficas de las ecuaciones del problema 35.

Solucién. Esta es la region dentro de ambas curvas: dentro de r = 3 —sen # y dentro de
r = Hsen.

Por simetria, el drea comun es el area dentro de r = 3 — senf (la curva mas pequena
en la region de interés).

1 27 1 27
A= 5/ (3 —sen 6)%d) = 5/ (9 — 6sen 6 + sen” §)do
0 0
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2T _
:1/ (9—6sen9+ﬂ)d9
2 Jo 2

27
:l/ Q—6sen0—l00820 do
2 J 2 2

119 1 S | 19
= 5 |:?9+6COS0— Zsen29:| = 5(1971') = 77[_

0

19
Respuesta: Tﬂ

37. Dentro de la cardioide r = 4 — 4 cos @ y fuera del circulo r = 6.

Solucion. Puntos de interseccion:

1
4—4cos =6 = —4cosf =2 = cosf = -3

2 A4r
= —, —
373

El area es:

1 4 /3
A= —/ [(4 — 4cosf)* — 36]do
2 2m/3

1 47 /3
= §/ [16(1 — cos6)? — 36]d0
2

/3
47 /3
= —/ [16(1 — 2cos @ + cos” 0) — 36]d¢
2 2m/3
1 47/3
== / [—20 — 32 cos 6 + 16 cos® §]d
2 2m/3
Usando cos? § = 120
1 47/3
= —/ [—20 — 32 cos @ + 8(1 + cos 20)]dH
2 27/3

1 47/3
= —/ [—12 — 32 cos 6 + 8 cos 26|db
2 2m/3

Integrando:

1
=3 [—120 — 32sen 6 4 4 sen 29]3:@

Evaluando (calculo extenso):

A =207 + 243
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Respuesta: 207 + 244/3

38. Comin a los interiores de las graficas de las ecuaciones en el problema 37.

Solucién. Esta es la region dentro de ambas curvas: dentro de » = 6 y dentro de r =
4 — 4cosb.

Dado que r = 6 es siempre mayor que r = 4 — 4 cosf (maximo de la cardioide es 8),
el area comin es simplemente el drea de la cardioide:

2w 2w
A= 5/ (4 — 4cos0)*df = 8/ (1 — cos®)*df
0 0

27
8/ (1 —2cosf + cos® )do
0

27
8/ (1—26059+HCT()829) df
0

/3 1
8 — —2cosf+ —cos20 | df
. \2 2

3 1 27
=8 |=0—2senf + —sen26| =8(3m)=24r
2 1 .

Respuesta: 247

En los problemas 39-44, encuentre la longitud de la curva para los valores indicados
de 6.

39.
B dr\?
= 2 —_
L /a [T +(d€) df

r=30<6<2r

Solucion.

dr_
a0

2 2
L= V32 4 02df = / 3df = 3[27] = 67
0

0

0

Respuesta: 67

40. r = 6cosf, grafica completa

Solucidén. Esta es un circulo. Para la grafica completa, 6 de 0 a :

d
d—g = —6send
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= / v/ (6cos6)2 + (—6sen 0)2df = / V36 cos? 0 + 36 sen? 0df
0 0

:/ 6d6 = 67
0

Respuesta: 67

41. r=¢€2,0<6<4
Solucién.

d 1

_7’ 649/2

/ \/ 0/2)? ee/z) d6 — / Ve + pevds
/ \/—:Hde V5 / ?%dg

[2 02]0 = V/5(? — 1)

Respuesta: v/5(e? — 1)

42. r=0,0<0<1

Solucién.
dr
- -1
db
1
= / V2% + 1d0
0

Esta integral se resuelve por sustitucion trigonométrica € = tan u:
/4 /4
= / Vtan?u + 1sec® udu = / sec® udu
0 0

Usando formula de [ sec® udu = % (secutanu + In|secu + tanu)):

1
=3 [secutanu + In | secu + tan un/4

:%[\/5-1+1n(\/§+1)—(1-0+1n1)
= %(\/5+1n(\/§+ 1))

Respuesta: %(\/5 +In(v2+1))

177
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43. r = 3 — 3cos#, grafica completa

Solucién. Cardioide completa, 6 de 0 a 27:

dr
0= 3senf
27 27
L= V(3 —3cos0)? 4 (3sen d)2df = 3 V(1 — cos 0)? + sen? 0df
0 0
2 27
=3 V1 —2cosf + cos?6 +sen26dh = 3 V2 — 2 cos 0df
0 0
27
:3\/5/ v'1 — cos 0do
0

Usando 1 — cos§ = 2sen?(0/2):

21 21
= 3v2 / V/2sen?(0/2)d6 = 6 / | sen(0/2)|d0
0 0
= 12/ senudu = 12[— cosu|y = 12(2) =24
0

Respuesta: 24

44. r =sen®(0/3),0< 0 <7

Solucion.

dr 2
i 3sen”(6/3) cos(0/3) -

L= /OTr \/Senﬁ(g/?)) + sen*(6/3) cos?(0/3)dd = /07r V/sent(0/3)(sen2(0/3) + cos?(0/3))d0
= /” sen®(0/3)df = /7r Mdﬁ

= sen”(6/3) cos(6/3)

Wl =

2

~ 5 [o= Suentens] = (- Ssentznss)

0 2
L, 3 V3) 7 3V3
o\" 272 ) T2 78
Respuesta: g — %

45. Considere la lemniscata 12 = 9 cos 26.

(a) Explique por qué el area de la region acotada por la grafica no esta dada por la
integral 3 fo% 9 cos 20d6.

(b) Al utilizar una integral apropiada, determine el area de la region acotada por la
grafica.
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(a) La integral % fOQW 9 cos 260df no es apropiada por las siguientes razones:

Solucién. 1. Dominio de definiciéon: La lemniscata 72 = 9 cos 26 solo esta definida cuando
cos 260 > 0, es decir, cuando:

T T 3 br
R I
< 272 U{Q 2}

e[ 3V [T

Fuera de estos intervalos, cos 20 < 0 y r? serfa negativo, lo cual es imposible.

2. Valores negativos del integrando: En el intervalo 6 € E, ?jf] U [%’r, %’r], cos260 < 0,

por lo que el integrando seria negativo, lo que no tiene sentido para un area.

3. Simetria y repeticion: La integral de 0 a 27 contaria algunas regiones multiples veces
y otras con signo negativo.

(b) Por simetria, calculamos el area de un lazo y multiplicamos por 2. Un lazo completo

se barre cuando 20 va de —% a 7, es decir, § de —7F a 7.

1 w/4 w/4
A:2><—/ 900826d«9:9/ cos 20d0

—r/4 —7/4
“o[5] " =5 () e (-5)
= - (1) =5 -2=9

2

Respuesta: El area de la lemniscata es 9.

46. Dibuje la region comin a los interiores de las gréaficas de r = sen 260 y r = cos 26.
Encuentre el érea de esta region.

Solucion. 00°

270°

Las rosas r = sen 20 y r = cos 26 tienen 4 pétalos cada una. La regiéon comin son 8
regiones pequenas idénticas.
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Encontramos los puntos de interseccion:
sen 20 = cos20 = tan20 =1

T T e T
W=" ke =0=—+k-, k=012
4+ 2:> 8+ 47 O’ ) 73

Por simetria, calculamos el drea de una regiéon pequena y multiplicamos por 8. Consi-
deremos la region entre 6 = Ty 0 = ‘%, donde r = sen 26 es mayor.

El area de una region es:

1 3m/8
A = —/ sen? 20d6
2 /8

Area total:

1 37/8 3r/8
A=8x - / sen? 20d6 = 4/ sen? 20d6
2 w/8 w/8

Usando sen? 20 = 1_"TOSM:

3r/8 1 — 46 3r/8
A:4/ &dezz/ (1 — cos40)df

/8 2 /8
_ _9 B sen49]3ﬂ/8
4 /8
Evaluando:

o[- =) e -star)
=[G+ 9)- G-l (5 2) ()

m
=241
5+

T
Respuesta: El area de la region comin es 5 +1

47. El area de la region que esté acotada por la grafica de la region de r = 14-cos 6 es 37 /2.
., Qué puede usted afirmar acerca de las areas acotadas por las graficas de r = 1 — cos ¥,
r=14senf y r =1 —senf? Justifique sus respuestas sin calcular las &reas utilizando

(4)-

Solucién. Las curvasr =1+cosf,r =1—cosf, r =1+senf, y r =1 —sen 6 son todas
cardioides que se obtienen por rotaciones y reflexiones.

1. r =1 — cosf: Esta es una rotacion de w radianes de r = 1 4 cos @, por lo que tiene
la misma &rea:

A=
2
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2. r =1+ sen0: Esta es una rotaciéon de § radianes de r = 1 + cos 6, por lo que tiene
la misma &rea:

4=
2

3. r =1—sen@: Esta es una rotacion de 37” radianes (o reflexion) de r = 1 4 cos 6, por
lo que tiene la misma &rea:

_37T
2

A

La justificacion es que el area es invariante bajo rotaciones y reflexiones. La férmula
del 4rea en coordenadas polares:

1 [ )
A= [ e

solo depende de los valores de f(6), no de la orientacion de la curva.

.. . . 3
Respuesta: Todas las cardioides tienen la misma area >

48. (El area de la region acotada por la grafica de r = 2(1 + cos #) es igual al doble del
area de la region acotada por la grafica de r = 1 + cos6?
Solucién. Calculemos ambas areas:

Para ry =1+ cos@:

2m 1 2
A = 5/ (1+ cosf)?df = 5/ (1 +2cosf + cos 0)do
0 0

1 [ 1 2
:—/ (1+2COS€++%SQ>C£9
0

1 (/3 1
S 249 Zcos?2
2/0 (2—|— C089+2COS 6’)030

173 1 ol 3
:§{§9+28en0+zsen20} zé(?m):;

0

Para ry = 2(1 4 cos0):

2m 2m
Ay = 1/ [2(1 + cos 0)]2d0 = 1/ 4(1 + cos 0)*df
2 Jo 2 Jo

2
:2/ (1+cos€)2d9:2x3§:37r
0

Observamos que:

A2—37r—2x3§—2A1
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Respuesta: Si, el area de r = 2(1 + cosf) es exactamente el doble del area de r =
1+ cos 6.

En general, si r5(0) = k - r1(0), entonces:

1 1

B B
Ay = 5/& [k -7r1(0)]?d0 = k* - 5/a [r1(0)])%d = k*A,

Por lo tanto, el area escala con el cuadrado del factor de escala.

49. Encuentre el area de la region sombreada en la figura siguiebte. Cada circulo tiene
radio 1.

Solucién. La figura muestra dos circulos de radio 1 que se intersectan. Por la simetria
de la figura, podemos deducir que los centros de los circulos estan separados por una
distancia de 1 unidad (ya que cada circulo pasa por el centro del otro).

Paso 1: Configuracion del problema

Colocamos los centros de los circulos en los puntos (0,0) y (1,0). Las ecuaciones de los
circulos son:

» Circulo 1: 22 +9% =1
» Circulo 2: (x —1)2+¢* =1
Paso 2: Encontrar puntos de interseccion
Resolvemos el sistema:
2yt =1 (1)
(@-1)*+y"=1 (2)
Restando (1) y (2):
2 —(r—-1)2=0
2P — (2 -22+1)=0

1
2—1=0=>z==
Xz x 5
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Sustituyendo en (1):

1\° 1 3
(2) +y =5+ =yt =7

V3

—4¥°
y 2

Los puntos de interseccién son (%, \/7§> y (%, —\/73)

Paso 3: Area de la region de interseccion

La region de interseccion (region sombreada) consiste en dos segmentos circulares
idénticos. Podemos calcular el drea de un segmento y multiplicar por 2.

El area de un segmento circular con angulo central § en un circulo de radio R es:

2

Asegmento - %(0 — s€en 0)

En nuestro caso, R = 1 y el angulo central para cada segmento es %’r (120°), ya que la
distancia entre centros es 1 y los radios son 1, formando un triangulo equilétero.

Verificacion: En el triangulo formado por los dos centros y un punto de interseccién,

todos los lados miden 1, por lo que es equildtero y los angulos son % (60°). El angulo

central es 2 X § = %’T

Area de un segmento:

12 /27 27 1/(2r \/é
Asegmento = 5 ? —SGH? = 5 ? — 7

Paso 4: Método alternativo usando integrales

También podemos calcular el area usando integracion. La region de interseccion es
simétrica respecto al eje x, asi que calculamos el area de la mitad superior y multiplicamos
por 2.

Para y > 0, las funciones son:

s Del circulo 1: 2 = /1 — 4?2

» Del circulo 2: 2 =1 — /1 — 32

El area de la mitad superior es:

Amitadz/\/gﬂ[\/l—yz—(l— 1—y2)]dy=/\/§/2[2 1—y2—1}dy
0 0
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Resolviendo la integral:
1
/ V1—y2dy = 3 (y\/l — 2+ arcsiny) +C

V3

Evaluando de 0 a R

V3/2

1 :
2 {5 (y\/l -y + arcsiny)] — [y](‘)/g/2

0

1
:[(?.é—o—arcsm?)—m—ko) _\/7§
(VB Ty _ V3 _ T V3
~\4 3 2 3 4

Areatotal:2x<§—%§>:%’7_%§
2T

Respuesta: El area de la region sombreada es — — —

3
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2.7 Secciones conicas en coordenadas polares

La forma general de una conica con foco en el origen es:
ed ed
r=——— 0 r=—-—
1+ ecosf 1+ esend
donde e es la excentricidad y d es la distancia de la directriz al foco.

En los problemas 1-10, determine la excentricidad, identifique la seccién coénica y
dibuje su gréfica.

1.
2
r = -—
1+ cosf
Solucién. Comparando con la forma general r = H%ZOSG:

e=1 ed=2=d=2

Como e = 1, la conica es una parédbola.

T:2—sen9

Solucion. Reescribimos en forma estandar:

% 1 1-1

T:2—sen9:1—%sen9:1+(— )sen(‘)

1
e=3 ed=1=d=2

Como e = % < 1, la conica es una elipse.
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2_
1_
> 0
_1-
—2 T T T 1
-2 -1 0 1 2
X
3.
15
’r’:—
4 — cost

Soluciéon. Reescribimos:

15 2 115
ff‘ = = =
4 — cosf 1—%0089 1+(—;11)C089
1 15
e 7 e 1
Como e = }l < 1, la conica es una elipse.
4 -
2_
> 0-
_2-
_4-
50 -2.5 0.0 25 5.0
X
4.
. 5
2 -—2senf

Solucion. Reescribimos:

_ .5 _ 5 _ 13
"T9 osenf 1-senf 1+ (—1)senf
e=1, ed:§ d:§
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Como e = 1, la conica es una parabola.

3_
2_
1_
>~ 0-
_1_
_2-
_3 T T T
-2 0 2
X
5.
4
r = -—
14+ 2senf

ed .
1+esenf”

Solucién. Comparando con r =
e=2, ed=4=d=2

Como e = 2 > 1, la conica es una hipérbola.

5_

> 0

_5-

5 0 5
X
6.
12

’]":—
6+ 2send

Solucion. Reescribimos:

12 2 -6
r = g g
6+ 2sen 1+§sen9 1+%Sen9

Wl

1
e:§, ed=2=d=6
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Como e = % < 1, la conica es una elipse.

18
’r’:—
3+ 6cosh

Solucion. Reescribimos:

18 6 2-3

"= 3+ 6cosb - 1+ 2cost - 1+ 2cosf

e=2 ed=6=d=3

Como e = 2 > 1, la conica es una hipérbola.

6_
4_
2_
>~ 0-
_2-
—4
_6 /
-5 0 5
X
8.
B 6sect
secl — 1

Solucién. Simplificamos usando secf = —:

cos@ "’
A 6sect 6 1 6 cos B 6
" secl—1 cosh L1 cosf 1—cosf 1—cosb

cos 6
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6 1-6
r = =
1—cosf 1+ (—1)cosd
e=1, ed=6=d=6

Como e = 1, la conica es una parabola.

10 -
5_
>~ 0-
_5-
_10_
~10 0 10
X
9.
10
’r’: —_—
5+4send

Soluciéon. Reescribimos:

10 2
r = = o
5+ 4senf 1+§sen0 1+§sen8

S
[\J[Sy]

4 5
= - d:2 d:—
e 5 e = 5

Como e = % < 1, la conica es una elipse.

5
14
> 0
-1
—2
-2 0 2
X
10.
2

N 2+ 5cosf
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Solucion. Reescribimos:

2 1 2.2

- 24+ 5cosf - 1—1—%(:059 B 1—|—%COS€

r

190

En los problemas 11-14, determine la excentricidad e de la coénica dada. Después

convierta la ecuacion polar en una ecuacion rectangular y verifique que e = ¢/a.

11.

. 6
1+ 2sené

Solucion. Paso 1: Determinar la excentricidad

ed

Comparando con la forma general r = -

e=2 ed=6=d=3

La excentricidad es e = 2.
Paso 2: Convertir a coordenadas rectangulares
Partimos de:

6

"= 1+2senf

Multiplicamos ambos lados por el denominador:
r(1+2senf) =6

r+2rsenf =6
Sustituimos r = /2 + y? y rsen = y:

Vaz+y?+2y==6
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Vat+y?=6-—2y
Elevamos al cuadrado ambos lados:
22 +y? = (6 — 2y)? = 36 — 24y + 4y°
2? +y? — 36 + 24y — 4y* = 0
2 =3y + 24y —36=0

Paso 3: Completar cuadrados y identificar la conica

Agrupamos términos en y:

2 —3(y* —8y) —36 =0
Completamos el cuadrado en y:

Y’ —8y=(y—4)°-16
Sustituimos:

2? — 3[(y —4)* — 16] — 36 =0

22— 3(y—4)*+48 -36=0

2 =3y —4)+12=0

3y —4)* —2* =12
Dividimos por 12:

(y—4)2 2?
1 12

=1

Esta es una hipérbola vertical con centro en (0,4), donde:
C=4=a=2 V¥ =12=0b=2V3

Para una hipérbola vertical: ¢ = a? + 0 =4 +12=16=c =4

Paso 4: Verificar que e = ¢/a

4
e:fz—zz
a 2

Que coincide con la excentricidad encontrada en el Paso 1.

.. 4 2 2
Respuesta: e = 2, y la ecuacion rectangular es =47 1 r % =1

12.

10

"= 2 —3cosb

Solucion. Paso 1: Determinar la excentricidad

191
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Reescribimos en forma estandar:

10 5 5
r= = =
2 —3cosf 1—%0036 l—l—(—%)cose
3 10
e 5 e 5= 3

3

La excentricidad es e = 5.

Paso 2: Convertir a coordenadas rectangulares
Partimos de:

10

"= 2 —3cosb

Multiplicamos ambos lados por el denominador:
r(2 —3cosf) =10
2r — 3rcosf = 10

Sustituimos r = /2% 4+ y? y rcos 6 = x:

2y/x?2 +y? — 32z =10

2v/x? 4+ y? =10+ 3z

Elevamos al cuadrado ambos lados:
4(x* +y*) = (10 + 32)* = 100 + 60z + 92

42* + 4y* = 100 + 60z + 922
4% + 4y* — 100 — 60x — 92* = 0
—52% + 4y* — 60z — 100 = 0

Paso 3: Completar cuadrados y identificar la conica

Agrupamos términos en x:
—5(2® +122) + 4y* — 100 =0
Completamos el cuadrado en z:
2?4+ 122 = (v + 6)* — 36
Sustituimos:
—5[(x +6)* — 36] + 4y* — 100 = 0

—5(z +6)% + 180 + 4y* — 100 = 0
—5(z+6)* +4y* +80 =0
5(x +6)* — 4y* = 80
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Dividimos por 80:

(z + 6)? _y_2:1
16 20

Esta es una hipérbola horizontal con centro en (—6,0), donde:
=16=a=4, B¥*=20=>b=2V5

Para una hipérbola horizontal: ¢> = a> + 0> =16 +20 =36 = c =6

Paso 4: Verificar que e = ¢/a

Que coincide con la excentricidad encontrada en el Paso 1.

@0 o2 _ 4

.3 -
Respuesta: e = 5, y la ecuacion rectangular es ~—¢ S

13.

12

"= 3 —2cosf

Solucion. Paso 1: Determinar la excentricidad

Reescribimos en forma estandar:

12 4 2.6
r = pr— g
3 —2cosf 1—%0050 1+(—§)cos€
2
625, ed=4=d=26

2

La excentricidad es e = 3

Paso 2: Convertir a coordenadas rectangulares
Partimos de:

12

"= 3 —2cosf

Multiplicamos ambos lados por el denominador:
r(3 —2cosf) =12
3r —2rcosf = 12

Sustituimos r = \/m y rcosf = x:
3V +y?—2x =12

3V +y? =12+ 2x
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Elevamos al cuadrado ambos lados:
9(z® +y?) = (12 + 22)* = 144 + 487 + 42?

92% + 9y* = 144 + 48z + 42?
92% + 9y* — 144 — 48z — 42> =0
5% + 9y* — 48x — 144 = 0

Paso 3: Completar cuadrados y identificar la conica

Agrupamos términos en x:
5(z% — 438@ +9y® — 144 =0
Completamos el cuadrado en x:
s RO R
5 5 5 5 25
Sustituimos:

- 24\? 576
T 25

+9y* — 144 =0

24\* 2880
Sloe——) — = +9* — 144 =
(m 5> o5 Y

24\ > 3600
5la—— 9y — —— =0
(x 5> LT

4

Esta es una elipse horizontal con centro en (%, O), donde:

144 12
d=—=a=—, PP=16=b=4
5 V5
: : L2 _ 144 _ 144 _ 80 _ 64
Para una elipse horizontal: ¢? = a? — b? = =-lb=—-T=F

Paso 4: Verificar que e = ¢/a

Que coincide con la excentricidad encontrada en el Paso 1.
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2
Respuesta: e = %, y la ecuacion rectangular es (x_m) +L£ =1

5

ol
»

<

—_
=]

14.

Y
V3 + senf

r

Solucion. Paso 1: Determinar la excentricidad
Reescribimos en forma estandar:

2v/3 2 75 2V3

B V3 + send - 1+\/L§sen9 - 1—1—\%56119

r

1
e=—, ed=2=d=2V3
V3
. . _ 1
La excentricidad es e = 7
Paso 2: Convertir a coordenadas rectangulares

Partimos de:

Y
V3 + senf

Multiplicamos ambos lados por el denominador:
r(V3 +senf) = 2v/3
V3r 4+ rsenf = 2v/3

Sustituimos r = /22 4+ y? y rsenf = y:
\/gm +y=2V3
\/gx/m =23 — Y

Elevamos al cuadrado ambos lados:
3 +y?) = (23 —y)? = 12 — 43y + ¢
322 +3y° =12 — 4\/§y + 42
322 + 3y — 12+ 4V3y — > = 0
327+ 202 + 43y — 12 =0

r

Paso 3: Completar cuadrados y identificar la conica

Agrupamos términos en y:
302 4+ 2(y° +2V3y) —12 =0
Completamos el cuadrado en y:

v+ 2V3y = (y+V3)? -3
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Sustituimos:
322+ 2[(y + V3)2 = 3] —12=0
3x2 4+ 20y +V3)?—6-12=0
3024+ 2(y+V3)?—18=0
322 4+ 2(y +V3)? = 18

Dividimos por 18:

@ V3
6 9 N

1

Esta es una elipse vertical con centro en (0, —v/3), donde:
A*=9=a=3 V=6=>b=6

Para una elipse vertical: ? =a?> —0*=9—-6=3=c= 3

Paso 4: Verificar que e = ¢/a

Que coincide con la excentricidad encontrada en el Paso 1.

z? + (y+§/§)2 =1

| -
Respuesta: e = ViR la ecuacion rectangular es -

En los problemas 15-20, encuentre una ecuacién polar de la conica con foco en el
origen que satisfaga las condiciones dadas.

Formulas para ecuaciones polares

s Directriz vertical derecha z = d: r = Troe=—s ed
+ecosf
» Directriz vertical izquierda x = —d: r = 5 ed
—ecosf
1 1 1 : . _ ed
» Directriz horizontal superior y = d: r = {5
= Directriz horizontal inferior y = —d: r = < ed
—esen0
15. e =1, directriz x = 3
Solucién. Directriz vertical derecha: r = —=
1+ecosf

B 1-3 B 3
" 1+4+1cosf 1+ cosh

r

— 3 1; ; —
16. e = 3, directriz y = 2
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Solucién. Directriz horizontal superior: r = —=4
14+esen 6

-2 3
’]": g
1+§sen9 1+gsen9

\CJ[JV]

— 2 1 ; _
17. e = %, directriz y = =2
Solucién. Directriz horizontal inferior: r = 1_:gen 7

wIro

4

’r’: '2 = 25
2

1—§sen6 l—gsené’

18. e = %, directriz x = 4

Solucioén. Directriz vertical derecha: r = il cd
+ecos0

-4 2
r = g
1+%COSQ 1+%cos€

N

19. e =2, directriz x =6

Solucién. Directriz vertical derecha: r = ; £Q
+ecos@

2-6 12
f]": =
1+2cosf 14 2cosf

20. e =1, directriz y = —2
Solucién. Directriz horizontal inferior: r = 1_:5611 7

B 1-2 B 2
T_l—lsene_l—senﬁ

21. Encuentre una ecuacién polar de la conica del problema 15 si la gréafica se rota en
direccion de las manecillas del reloj alrededor del origen en una cantidad 27/3.

Solucién. Del problema 15: r = —1+3089

Una rotacion en sentido horario de 2% equivale a reemplazar 6 por 6 + 2&:
3 3

3
"= 1+ cos (6 + %)

22. Encuentre una ecuacion polar de la conica del problema 16 si la grafica se rota en
direccion contraria a la de las manecillas del reloj alrededor del origen en una cantidad

/6.
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Solucién. Del problema 16: e = %, directriz y = 2
La ecuacion polar original es:

3
N 14 3send

.

Una rotacion en sentido antihorario de ¥ equivale a reemplazar ¢ por 6 — ¢

3

rzl—ir%sen(@—%)

3

3 s
1+ = (6’ — —)
+ 5 sen 5
En los problemas 23-28, encuentre una ecuacion polar de la parabola con foco en el

origen y el vértice dado. Para una parabola (e = 1) con foco en el origen:

Respuesta: r =

= La distancia del foco al vértice es p

= La distancia del foco a la directriz es 2p

ed ed

La ecuacién polar general essr = ——or= ———
- P & 14 ecosf 14 esenf

23. Vertice: (3,37/2)

Solucién. El vértice esta en = 3T (eje y negativo). La distancia del foco al vértice es

" 2
p=3.
Para una parabola vertical con vértice en el eje y negativo, la directriz es horizontal
superior y = p = %, y la ecuacion es:

ed 1-3 3
r= = =
1+esenf 14+ 1senf 1-+senéd

Respuesta: r = ——
p 1+ senf

24. Vértice: (2,7)
Solucion. El vértice esta en § = 7 (eje x negativo). La distancia del foco al vértice es
p=2.

Para una parabola horizontal con vértice en el eje x negativo, la directriz es vertical
derecha x = p = 2, y la ecuacion es:

ed 1-4 4
7’: = =
1+ecosf 1+1cosf@ 14 cosb

Respuesta: r = ———
P 1+ cosf
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25. Vértice: (%, 7r)

Solucion. El vértice esta en § = 7 (eje x negativo). La distancia del foco al vértice es
p=3.

Para una parabola horizontal con vértice en el eje x negativo, la directriz es vertical
derecha x = p = %, y la ecuacion es:

ed 1-1 1
r = fry fry
14+ecosf 1+4+1cosf 1+ cosb

Respuesta: r = ——
p 1+ cos@

26. Vértice: (2,0)

Solucién. El vértice estd en 6 = 0 (eje x positivo). La distancia del foco al vértice es
p=2.
Para una parabola horizontal con vértice en el eje x positivo, la directriz es vertical
izquierda * = —p = —2, y la ecuacioén es:
ed 1-2 2

"= 1—60089:1—10059:1—0089

Respuesta: r = ———
p 1 — cosb

27. Vértice: (1,37/2)
Solucion. El vértice esta en 0 = %’r (eje y negativo). La distancia del foco al vértice es
P=7

Para una parabola vertical con vértice en el eje y negativo, la directriz es horizontal
superior y = p = }L, y la ecuacion es:

1 1

"= 1—|—esen9: 1+1sen0: 1+send

1

R ta: r = ——
espuesta: r 21+ son )

28. Vértice: (2,7/2)

Solucion. El vértice esta en § = % (eje y positivo). La distancia del foco al vértice es

3 2
pP=3.

Para una parabola vertical con vértice en el eje y positivo, la directriz es horizontal
inferior y = —p = —%, y la ecuacion es:

ed 1-3 3

Tzl—esenﬁzl—lsenﬁz 1 —senf

3

Respuesta: r = ——
p 1 —senf
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= Vértice en eje x positivo (0 = 0): r = %
1 —cosf
» Vértice en eje x negativo (f = 7): r = _
1+ cost
= Vértice en eje y positivo (0 = 7/2): r = _
1 —sené
= Vértice en eje y negativo (6 = 37/2): r = %
1+ senf

En los problemas 29-32, encuentre las coordenadas polares de los vértices o vértice de
la conica rotada que se indica.

ed or = ed .
1+ecos(0—6p) T 1+esen(0—6p) "

Para una conica en forma polar r =
s Los vértices ocurren donde el denominador es maximo o minimo

» Para cos(6 — 6p): maximo en 0 — 6y = 0, minimo en 0 — y = 7

» Para sen(f — 6p): maximo en 6 — 6y = 7/2, minimo en § — 6, = 37/2

29.

4
Ty cos(f — m/4)

Soluciéon. Identificamos los parametros:

e=1 (pardbola), ed=4=d=4, 6=

N

Para una parabola con término cos(f — ), hay un solo vértice que ocurre donde el
denominador es méximo, es decir, cuando cos(f — 7/4) = 1:

T
0——=0=0=—
4 4
El valor de r en este punto es:

4 4 4

"T1vcos(0) 141 2
. s
Respuesta: El vértice esta en (2, Z>

30.

>

N 3+ 2cos(d —7/3)
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Solucion. Reescribimos en forma esténdar:

5 5

_ _ 3
"= 34 2cos(f —m/3) 1+ 2cos( —7/3)

Identificamos los parametros:

. 5 5 T
(elipse), ed = 3 =d= 3 0y = 3

[GVIN )

Para una elipse con término cos(f — ), los vértices ocurren donde el denominador es
maximo y minimo:

Vértice 1: cos(d —7/3) =1
T 7r
—=0=0= -
3 3
5 D )

~ 3+2cos(0) 3+2 5

0 —

r

Vértice 2: cos(d — w/3) = —1

T T 47
9——: 9:— _ —

3 ™= 3—1—71' 3
N T B S
34 2cos(m) 3-2 1

4
Respuesta: Los vértices estan en (1, g) y (5, g)

31.

10

"TaoC sen(6 4+ 7/6)

Solucion

Reescribimos en forma estandar:

10 )

"T3 — sen(f + 7/6) T 1- ssen(f + 7/6)

Identificamos los parametros:

(elipse), ed=5=d=10, 6Oy= _%

N | —

e =

Para una elipse con término sen(f — ), los vértices ocurren donde el denominador es
maximo y minimo:
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Vértice 1: sen(f + 7/6) = —1 (denominador méximo)
0+7T_37r:>9_37r_7r_97r_7r_87r_47r
6 2 2 6 6 6 6 3
10 10 10

T sen(37/2)  2-(-1) 3
Vértice 2: sen(f + 7/6) = 1 (denominador minimo)

T T 3 0w 27 s

b+-=Zsp-2 T Z_T_T

202

6 2 2 6 6 6 6 3
10 10 10
2—sen(n/2) 2-1 1
10 4
Respuesta: Los vértices estan en (?, g) y (10, g)
. 6
~ 1+2sen(f +7/3)
Solucién. Identificamos los parametros:
6:2(mmmd®,ed:6$d:3,0w——g
Para una hipérbola con término sen(6 —6p), los vértices ocurren donde el denominador
es maximo:
Vértice 1: sen(f + 7/3) = —1 (denominador maximo)
0+7T_37r$0_37r_7r_97r_27r_77r
3 2 2 3 6 6 6

. 6 B 6 _ 6 _6_ .
~ 1+2sen(37/2) 1+2(-1) 1-2 -1

Como r < 0, usamos la propiedad (—r,0) = (r,0 + 7):
T T 137

™
(=6, €> = (6, 5 + ) = (6, 7) = (6, E)
Vértice 2: El otro vértice esta diametralmente opuesto:
7
T

Pero este es el mismo punto que ya encontramos. Para una hipérbola con e > 1 y término

sen, hay solo un vértice en la rama principal.

Verificamos el otro extremo: sen(f + 7/3) =1

T T v i s

0 —_ = — = —_ — = = —

t3=379=3-3-5%
6 6 6

= pu— :—:2
" 1+2sen(n/2) 142 3

Este es un punto en la otra rama de la hipérbola.

Respuesta: Los vértices estan en (6, %) y <2, %)
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ed ed

1. Reescribir la ecuacion en forma estdndar r = Trecos(@ 00 © 7 = Trewon(@ 0y

2. Identificar e, ed, 6,
3. Para cos(6 — 6,):

n Vértice 1: 0 — 6, =0= 0 = 6,
s Vértice 2: 0 —0g=m=60=0y)+7

4. Para sen(f — 6p):

» Vértice 1: 0 — 0y = 31/2 = 60 = 0y + 37/2
» Vértice 2: 0 — 0y =7/2 =0 =00+ 7/2

5. Calcular r en cada vértice

6. Ajustar coordenadas si r < 0 usando (—r,60) = (r,6 + )
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